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▲✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❝❡s q✉❡❧q✉❡s ❧✐❣♥❡s ♠❛rq✉❡ ❧❛ ✜♥ ❞✬✉♥❡ ❛✈❡♥t✉r❡ ❞♦♥t ❥❡ ♥✬❛✐✱ ❜✐❡♥ sûr✱ ♣❛s été
❧❡ s❡✉❧ ❛❝t❡✉r✳ ❆ ❝❡ t✐tr❡✱ ❥❡ s♦✉❤❛✐t❡r❛✐s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ r❡♠❡r❝✐❡r ♠♦♥ ❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ t❤ès❡ ❏érô♠❡
P❆■▲❍❊❙ ❛✐♥s✐ q✉❡ ♠♦♥ ❝♦✲❞✐r❡❝t❡✉r ▼❛r❝♦ ▼❖◆❚❊▼❯❘❘❖ ♣♦✉r ❧❡ t❡♠♣s q✉✬✐❧s ♦♥t ❝♦♥s❛❝ré
à ♠♦♥ ❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♣ré❝✐❡✉① ❡t ♥♦♠❜r❡✉① ❝♦♥s❡✐❧s q✉✬✐❧s ♠✬♦♥t ♣r♦❞✐❣✉és✳ ❆✉ ❞❡❧à ❞❡
❧❡✉rs ❝♦♠♣ét❡♥❝❡s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s✱ ❧❡ r❡❝✉❧ q✉✬❛♣♣♦rt❡ ❏érô♠❡ s✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❝♦♥s✐❞érés✱ ❛ss♦❝✐é
à ❧❛ ❣r❛♥❞❡ r✐❣✉❡✉r ❞❡ ▼❛r❝♦ ♠✬♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠✬é♣❛♥♦✉✐r ❡t s✉rt♦✉t ❞❡ ♠✬❛♠é❧✐♦r❡r t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣
❞❡ ♠♦♥ ❞♦❝t♦r❛t✳ ▲❡✉rs ❛✈✐s ❢❛✈♦r❛❜❧❡s s✉r ♠❛ ❝❛♣❛❝✐té à ♣♦✉rs✉✐✈r❡ ✉♥❡ ❝❛rr✐èr❡ ❞✬❡♥s❡✐❣♥❛♥t✲
❝❤❡r❝❤❡✉r ❡st ✉♥❡ ♠❛rq✉❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ q✉✐ ♠❡ ✈❛ ❞r♦✐t ❛✉ ❝÷✉r✳ ❏❡ s♦✉❤❛✐t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t r❡♠❡r❝✐❡r
❧❡ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ■✷▼ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❛❝❝✉❡✐❧❧✐ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ♠✐♥✐stèr❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r ❡t ❞❡
❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t ❧✬❊❝♦❧❡ ◆♦r♠❛❧❡ ❙✉♣ér✐❡✉r❡ P❛r✐s✲❙❛❝❧❛② ♣♦✉r ❧✬♦❝tr♦✐ ❞✉ ✜♥❛♥❝❡♠❡♥t s♣é❝✐✜q✉❡
♣♦✉r ♥♦r♠❛❧✐❡♥ q✉✐ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❝❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡s✳
▲❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❛❝❝♦♠♣❧✐ ♣❛r s❡s ♣❛✐rs ❡st ❧❡ ❢♦♥❞❡♠❡♥t ♠ê♠❡ ❞✬✉♥ ❞♦❝t♦r❛t ❡t
❞❡ ❧❛ ❝❛rr✐èr❡ ❞✬✉♥ ❥❡✉♥❡ ❝❤❡r❝❤❡✉r✳ ❏❡ s♦✉❤❛✐t❡ ❞♦♥❝ ❛❞r❡ss❡r ♠❡s s✐♥❝èr❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥t ❛✉①
r❛♣♣♦rt❡✉rs ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ▲✉❞♦✈✐❝ ❈❍❆▼❖■◆ ❡t ❊❧✐❛s ❈❯❊❚❖✱ ❛✐♥s✐ q✉✬❛✉① ❡①❛♠✐♥❛t❡✉rs✱
▲❛✉r❡♥t ●❛❧❧✐♠❛r❞✱ ❆♥❣❡❧❛ ❱✐♥❝❡♥t✐ ❡t ❊♠♠❛♥✉❡❧❧❡ ❆❇■❙❙❊❚✲❈❍❆❱❆◆◆❊✱ ♣♦✉r ❧✬✐♥térêt q✉✬✐❧s
♦♥t ♣♦rté à ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧ ❡t ❧❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ✐♥tér❡ss❛♥t❡s q✉✬✐❧s ♦♥t ❛♠❡♥é❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ s♦✉t❡♥❛♥❝❡✳
❈❡ tr❛✈❛✐❧ ♥✬❛✉r❛✐t ♣❛s ♣✉ êtr❡ ♠❡♥é à ❜✐❡♥✱ s❛♥s ❧✬❛♠❜✐❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥✈✐✈✐❛❧✐té q✉✐ rè❣♥❡ ❡♥tr❡
❧❡s ❞♦❝t♦r❛♥ts ❡t ❥❡ ❞♦✐s ❜✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❛❞r❡ss❡r ♠❛ t♦✉t❡ ❣r❛t✐t✉❞❡ à ●✐✉❧✐♦✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠✲
♠❡♥❝é ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡t ♣❛rt❛❣é ❜✐❡♥ ♣❧✉s q✉✬✉♥ ❜✉r❡❛✉ ❡t ❞❡s ◆❯❘❇❙✳ ❏❡ ♣r♦✜t❡ ❞❡ ❝❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts
♣♦✉r t❡ ❝♦♥✜r♠❡r q✉❡ ❧❡ s❡♥t✐♠❡♥t ❞✬❛♠✐t✐é q✉❡ t✉ ♠❡ ♣♦rt❡s ❡st ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ré❝✐♣r♦q✉❡✳ ▲❛✉r❛
❡t t♦✐ êt❡s ❞❡ très ❜❡❧❧❡s ♣❡rs♦♥♥❡s q✉❡ ❥❡ s✉✐s ✜❡r ❞❡ ❝♦♠♣té ♣❛r♠✐ ♠❡s ❛♠✐s✳ ❏✬❛✐ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡
♣❡♥sé❡ ♣♦✉r ♥♦tr❡ ❛✉t♦✲♣r♦❝❧❛♠é ♠❡✐❧❧❡✉r st❛❣✐❛✐r❡✱ ▼✐❝❤❡❧❡ ■❛❝♦♣♦✱ q✉❡ ❥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t
❝♦♠♠❡ ✉♥ ❛♠✐✱ ❡t ❥❡ s❛✐s ❞é❥à q✉❡ ♥♦s ❜❛❧❛❞❡s à ♠♦t♦ s❡r♦♥t ❞❡s ♣❧✉s ❛❣ré❛❜❧❡s✳ ❏❡ ♥✬♦✉❜❧✐❡ ♣❛s
♥♦♥ ♣❧✉s t♦✉s ❝❡✉① q✉✐ ♣❛rt✐❝✐♣❡✱ ♦✉ ♦♥t ♣❛rt✐❝✐♣é✱ à ❝❡tt❡ s✉♣❡r❜❡ ❛♠❜✐❛♥❝❡ ✿ ❏❡r❡♠②✱ ❍✉❣♦✱
❆♥t♦♥✱ ❊♥r✐❝♦✱ ▲♦r❡♥③♦✱ P✐❡tr♦✱ ❘❛❝❤❡❧✱ ●✐✉❧✐❛✱ ❚❤✐❜❛✉t ❘♥✱ ❚❤✐❜❛✉t ❘❞✱ ▼❛r❝♦ ❉✱ ❚❤♦♠❛s✱
▼❛r❝♦ P✱ ❙♦✉❦❛✐♥❛✱ ❆❧❡①❛♥❞r❡✱ ❆❧❜❡rt♦✱ ●r❛❝❡✱ ❏♦r❣❡✱ ❏♦s❡ ✳✳✳ ▲✬■✷▼ ❛ ❧❛ ❝❤❛♥❝❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ♣❧✉✲
r❛❧✐té ❝✉❧t✉r❡❧❧❡✱ ❜♦♥♥❡ ♣♦✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧✬❡♥r✐❝❤✐ss❡♠❡♥t ♣❡rs♦♥♥❡❧✳ ❏✬❛✐
❜❡❛✉❝♦✉♣ ❛♣♣r✐s ❞❡ ✈♦✉s t♦✉s ❡t ❥❡ ✈♦✉s ❡♥ r❡♠❡r❝✐❡✱ ✈♦✉s ❛✈❡③ ❝♦♥tr✐❜✉é à ♠♦♥ é♣❛♥♦✉✐ss❡♠❡♥t✳
❙✐ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♠❜✐❛♥❝❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ♣r✐♠♦r❞✐❛❧❡ ♣♦✉r ré✉ss✐r ✉♥❡ t❤ès❡✱ ❧❡ s♦✉t✐❡♥t ❞❡ s❡s
❛♠✐s ❡t ❞❡ s❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❡st ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❥✬❛❞r❡ss❡ ♠❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ❧❡s ♣❧✉s
s✐♥❝èr❡s à P✐❡rr❡ ❡t ▼❛♥♦♥✱ ✈♦✉s êt❡s ❜✐❡♥ ♣❧✉s q✉❡ ❞❡ s✐♠♣❧❡s ❛♠✐s ❞✬❡♥❢❛♥❝❡✱ ✈♦✉s êt❡s ✉♥❡
s❡❝♦♥❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ♠❡s ❜❡❛✉①✲♣❛r❡♥ts✱ ▲❛✉r❡♥❝❡ ❡t P❤✐❧✐♣♣❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ♠❡s
❞❡✉① ❜❡❛✉①✲❢rèr❡s✱ ▼é❞ér✐❝ ❡t ❑❡❧❧✐❛♥✳ ❱♦✉s ♠✬❛✈❡③ ❛❝❝♦♠♣❛❣♥é ❞❛♥s ❧❡s ❜♦♥s ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡s
✈
♠❛✉✈❛✐s ♠♦♠❡♥ts ♠❡ ❢❛✐s❛♥t r❡ss❡♥t✐r ✈♦tr❡ ✜❡rté à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t✳
❏✬❛✐ ✉♥❡ ♣❡♥sé❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ♣♦✉r ♠♦♥ ♣èr❡✱ ❉♦♠✐♥✐q✉❡✱ q✉✐ ♥♦✉s ❛ q✉✐tté tr♦♣ tôt ❡t ❥✬♦s❡
❡s♣ér❡r q✉✬✐❧ s❡r❛✐t ✜❡r s✬✐❧ ét❛✐t ❡♥❝♦r❡ ❞❡s ♥ôtr❡s✳ ❏❡ s♦✉❤❛✐t❡ r❡♠❡r❝✐❡r ♣❡rs♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ❖❧✐✈✐❡r✳
❚✉ ❛s ♣❡r♠✐s à ♠❛ ♠èr❡ ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡✱ t✉ ❧✉✐ ❛s ❛♣♣♦rté ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❡t✱ ♠ê♠❡ s✐ ❥✬❡s♣èr❡
q✉❡ t✉ ❧❡ s❛✐s ❞é❥à✱ ❥❡ t❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠❡♠❜r❡ à ♣❛rt ❡♥t✐èr❡ ❞❡ ♠❛ ❢❛♠✐❧❧❡✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡
❜✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ♠❛ ♠èr❡✱ ❈♦r✐♥♥❡✱ ♣♦✉r ❧✬❛♠♦✉r ✐♥❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ q✉✬❡❧❧❡ ♠✬❛♣♣♦rt❡ ❡t ❧❛ ✜❡rté
♥♦♥ ❞✐ss✐♠✉❧é❡ q✉✬❡❧❧❡ ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡ ❛✉① ❣❡♥s ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡ é✈♦q✉❡ ♠♦♥ ♣❛r❝♦✉rs ❛✐♥s✐ q✉❡ ♠♦♥ ♣❡t✐t
❢rèr❡✱ ❉❛✈✐❞✱ ♣♦✉r s♦♥ ❛♠♦✉r ❢r❛t❡r♥❡❧ ❡t ♥♦s ❞é❜❛ts ✈✐❢s ❡t ❛♥✐♠és✳ ❊♥✜♥✱ ❥❡ r❡♠❡r❝✐❡ ♠❛ ❣r❛♥❞
♠èr❡✱ ❈❧❛✉❞✐♥❡✱ q✉✐ ❛ t♦✉❥♦✉rs été ✉♥ s♦✉t✐❡♥t ✐♥❞é❢❡❝t✐❜❧❡ ♣♦✉r ♠♦✐✳
▼♦♥ ❞❡r♥✐❡r ♠❡r❝✐ ✈❛ à t♦✐✱ ▼é❧✐ss❛♥❞❡✱ ❝❡❧❧❡ q✉✐ ♣❛rt❛❣❡ ♠❛ ✈✐❡ ❞❡♣✉✐s ♣❧✉s ❞❡ ❞✐① ❛♥s
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▲♦rsq✉❡ ❥❡ ❞♦✉t❡✱ ✐❧ ♠❡ s✉✣t ❞❡ ♠✬♦❜s❡r✈❡r à tr❛✈❡rs t♦♥ r❡❣❛r❞ ♣♦✉r ♠❡ s❡♥t✐r ♠✐❡✉①✳ ❏❡ ♥❡
♣❡✉① ♣❛s ♠❡ ❝♦♥t❡♥t❡r ❞❡ t❡ ❞✐r❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♠❡r❝✐✱ ❝❡s q✉❡❧q✉❡s ❧✐❣♥❡s s♦♥t ❧à ♣♦✉r t❡ ❞é❝❧❛r❡r
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✸✳✷ ❈♦✉r❜❡s ❇✲❙♣❧✐♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré p = 3 ❡t ❞✬✐♥❞✐❝❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ n = 9
♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❦♥♦t✲✈❡❝t♦rs UA ❡t UB ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵
✸✳✸ ❊✛❡t ❞✉ ♣♦✐❞s s✉r ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ◆❯❘❇❙ à ❞❡❣ré✱ ❦♥♦t✲✈❡❝t♦r ❡t ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡
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✸✳✹ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡s ◆❯❘❇❙ ❡t ❇✲❙♣❧✐♥❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s ❞❡❣rés✱ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡
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✸✳✻ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r
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✸✳✼ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✭❝r♦✐s❡♠❡♥t ✰ ♠✉t❛t✐♦♥✮ ❞❛♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❣é♥ét✐q✉❡ st❛♥❞❛r❞ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✸✺✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾
✸✳✽ ❘♦✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ à ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✷ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷
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✸✳✶✵ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❡♠♣✐❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡
str❛t✐✜é ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ♣❧✐s ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹
✸✳✶✶ P❤❛s❡ ❞❡ r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♠♦❞✐✜é❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✐♥❞✐✈✐❞✉s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❞❡s ❡s♣è❝❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺
✸✳✶✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ét✐q✉❡ ❇■❆◆❈❆ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻
✸✳✶✸ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❢✉s❡❧❛❣❡✮ ❛✈❡❝ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ♠♦✲
❞✉❧❡s ✿ ❧❡s ❧✐ss❡s ✭str✐♥❣❡rs✮ ❡t ❧❡s ❝❛❞r❡s ✭❢r❛♠❡s✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽
✸✳✶✹ ◆♦✉✈❡❧❧❡ str✉❝t✉r❡ ❞✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❞❛♥s ❊❘❆❙▼❯❙ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵
①✐
✸✳✶✺ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❙◗P ✭❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ◗✉❛❞r❛t✐❝ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹
✸✳✶✻ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ■P ✭■♥t❡r✐♦r P♦✐♥t✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻
✹✳✶ ❙tr❛té❣✐❡ ✐tér❛t✐✈❡ ❞✬❛❥♦✉t ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣❛r ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽
✹✳✷ ❙tr❛té❣✐❡ ✐tér❛t✐✈❡ ❞✬❛❥♦✉t ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♣❛r s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾
✹✳✸ ❙tr❛té❣✐❡ ✐tér❛t✐✈❡ ❞✬❛❥♦✉t ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡
❛②❛♥t ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵
✹✳✹ ❙tr❛té❣✐❡ ✐tér❛t✐✈❡ ❞✬❛❥♦✉t ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❚✉r♥❡r ❬✶❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷
✹✳✺ ❙tr❛té❣✐❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✾✽
✹✳✻ ❙tr❛té❣✐❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✾✾
✹✳✼ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣❛r ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡
❝♦♥trô❧❡ ❞✬✉♥❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❇✲❙♣❧✐♥❡ ✭N = 2✱ M q✉❡❧❝♦♥q✉❡✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼
✹✳✽ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣❛r ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡
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✹✳✾ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❤②❜r✐❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✬✉♥❡ ❤②♣❡r✲
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✹✳✶✵ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❍❊❘❖ ✭❍②❜r✐❞ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛❘② ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺
✹✳✶✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❍❊❘❖ ✭❍②❜r✐❞ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛❘② ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✮ ♣♦✉r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
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✹✳✶✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❍❊❘❖ ✭❍②❜r✐❞ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛❘② ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐✲
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✺✳✶ ●é♦♠étr✐❡ ❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧✐♠✐t❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s à ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ♠✐♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾
✺✳✷ ❈❤❛♠♣ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ é♣❛✐ss❡✉r t = 0.001♠ ❡t ✉♥ ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ h = 5❲✴♠2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵
✺✳✸ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❞✬❊❘❆❙▼❯❙ ♣♦✉r ❧❡ ❈◆▲PP ✭✺✳✶✸✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✷
✺✳✹ ❉✐✛ér❡♥❝❡s r❡❧❛t✐✈❡s s✉r ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
♣❛r ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❬✷❪ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❤②❜r✐❞❡ ✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✮
❛✈❡❝ L = 2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✼
✺✳✺ ❚❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ér❛✲
❧✐sé ❞❡ ❬✷❪ ✭❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣❛r ❞✐♠❡♥s✐♦♥✮ ❡t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❤②❜r✐❞❡ ❛✈❡❝ L = 2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✽
✺✳✻ ●é♦♠étr✐❡ ❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧✐♠✐t❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s à ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ♠✐♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✾
✺✳✼ ❈❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ é♣❛✐ss❡✉r t = 0.001♠ ❡t ✉♥❡ ♥♦r♠❡
❞❡ ❧✬❡✛♦rt ❛♣♣❧✐q✉é F = 10◆ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✶
✺✳✽ ●é♦♠étr✐❡ ❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧✐♠✐t❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s à ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ♠✐♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✻
✺✳✾ ❈❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ é♣❛✐ss❡✉r t = 0.001♠ ❡t ✉♥ r❛②♦♥
R = 0.005♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽
✻✳✶ ✭❛✮ ●é♦♠étr✐❡ ❡t ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✉ ♣❛♥♥❡❛✉ r❛✐❞✐ ✭s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡✉① ✉♥✐tés ré♣ét✐t✐✈❡s
s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s✮ ❡t ✭❜✮ ♣❛r❛♠ètr❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞❡ ❧✬✉♥✐té ré♣ét✐t✐✈❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✾
①✐✐
✻✳✷ ✭❛✮ ▼♦❞è❧❡ é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❞❡ ❧✬✉♥✐té ré♣ét✐t✐✈❡ ❞✉ ♣❛♥♥❡❛✉ r❛✐❞✐✱ ✭❜✮ éq✉❛t✐♦♥s ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧✐♠✐t❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ✐♠♣♦sé❡s s❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ y ❡t ✭❝✮
③♦♦♠ s✉r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ▼P❈✶✽✹ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✽
✻✳✸ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❞✬❊❘❆❙▼❯❙ ♣♦✉r ❧❡ ❈◆▲PP ✭✻✳✸✽✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✵
✻✳✹ ❙tr✉❝✉tr❡ ❞✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❞✬❊❘❆❙▼❯❙ ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❈◆▲PP ✭✻✳✹✹✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✵
①✐✐✐
①✐✈
▲✐st❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①
✷✳✶ ❊①❡♠♣❧❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ❘❇❋ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶
✷✳✷ ❈❛s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ◆❯❘❇❙ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼
✸✳✶ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✸✺✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼
✸✳✷ ❱❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡t ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ❞✬✉♥❡ ♣♦✲
♣✉❧❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶
✺✳✶ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ❇✲❙♣❧✐♥❡s ♦❜t❡♥✉❡s
♣❛r ❍❊❘❖ ❡t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ❈◆▲PPs
✭✺✳✶✸✮ ❡t ✭✺✳✶✻✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺
✺✳✷ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡s ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ❇✲❙♣❧✐♥❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r
❍❊❘❖ ❡t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✬❛②❛♥t
♣❛s été ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✻
✺✳✸ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ❇✲❙♣❧✐♥❡s ♦❜t❡♥✉❡s
♣❛r ❍❊❘❖ ❡t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ❈◆▲PPs
✭✺✳✷✾✮ ❡t ✭✺✳✸✷✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✺
✺✳✹ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ❇✲❙♣❧✐♥❡s ♦❜t❡♥✉❡s
♣❛r ❍❊❘❖ ❡t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ❈◆▲PPs
✭✺✳✹✺✮ ❡t ✭✺✳✹✽✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✸
✻✳✶ ❈❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♠❛tér✐❛✉ ❞❡s ♣❧✐s ❝❛r❜♦♥❡✴❡♣♦①② ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❛ ♣❡❛✉ ❡t ❧❡s r❛✐❞✐s✲
s❡✉rs ❬✸❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✵
✻✳✷ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ ♣❛♥♥❡❛✉ r❛✐❞✐ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✷
✻✳✸ ❉♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r❡♠✐❡r ♥✐✈❡❛✉
❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ▼❙✷▲ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✹
✻✳✹ Pr♦♣r✐étés ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ♣❛r❛♠étr❡r ❡t ✈❛❧✐❞❡r ❧❡s ♠ét❛♠♦❞è❧❡s✶✼✷
✻✳✺ ❊rr❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ❞❡s ♠ét❛♠♦❞è❧❡s ♦❜t❡♥✉s
♣❛r ❍❊❘❖ ❡t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡ ✭❇❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ❇❉❉ ✶✮ ✳ ✶✼✸
✻✳✻ ❊rr❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❛♠♦❞è❧❡s ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❍❊❘❖ ❡t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
✐tér❛t✐✈❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❇❉❉ ✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✸
✻✳✼ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❛♠♦❞è❧❡s ❣é♥érés ❛✈❡❝ ✐♥tr♦❞✉❝✲
t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐❞s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❇❉❉ ✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✹
✻✳✽ ❊rr❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ❣é♥éré ♣❛r ❍❊❘❖ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✲
♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❇❉❉ ✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✺
①✈
✻✳✾ ❊rr❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❛♠♦❞è❧❡s ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❍❊❘❖ ❡t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
✐tér❛t✐✈❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❇❉❉ ✶ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✶✼✻
✻✳✶✵ ❊rr❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ❞❡s ♠ét❛♠♦❞è❧❡s ♦❜t❡♥✉s
♣❛r ❍❊❘❖ ❡t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡ ✭❇❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ❇❉❉ ✷✮ ✳ ✶✼✻
✻✳✶✶ ❊rr❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❛♠♦❞è❧❡s ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❍❊❘❖ ❡t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
✐tér❛t✐✈❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✷ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✼
✻✳✶✷ ❊rr❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ❣é♥éré ♣❛r ❍❊❘❖ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✲
♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❇❉❉ ✷ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✽
✻✳✶✸ ❊rr❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❛♠♦❞è❧❡s ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❍❊❘❖ ❡t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
✐tér❛t✐✈❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❇❉❉ ✷ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✽
✻✳✶✹ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛♥♥❡❛✉ r❛✐❞✐ ♣❛r ❍❊❘❖ ❝♦✉♣❧é ❛✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ❞❡
❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ✢❛♠❜❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✶
✻✳✶✺ ❈❤❛r❣❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ✢❛♠❜❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠✐sé❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✷
①✈✐
❈❤❛♣✐tr❡ ✶
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❝♦♥t❡①t❡ ❡t ♦❜❥❡❝t✐❢s ❞❡ ❧❛
t❤ès❡
✶✳✶ ❈♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡
▼❛❧❣ré ❧❡s ♣r♦❣rès ✐♥❝♦♥t❡st❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡s s❝✐❡♥❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s ❞✉r❛♥t ❧❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❞é❝❡♥✲
♥✐❡s✱ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s r❡st❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡s à tr❛✐t❡r✱ s♦✐t ♣❛r ❧❡✉r ❝♦♠♣❧❡①✐té ♥✉♠é✲
r✐q✉❡ ✐♥tr✐♥sèq✉❡✱ s♦✐t ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♣é❝✐✜q✉❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t
❡♥ t❡♠♣s ré❡❧ ✭♦✉ q✉❛s✐✲ré❡❧✮✳ ❙❛♥s êtr❡ ❡①❤❛✉st✐❢✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡
❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ❡t ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♦✉ ❧❡s s♦rt✐❡s ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡
✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s✱ ♦✉ ❧❡ ❞é♣❧♦✐❡♠❡♥t ❞❡ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡s ❞♦♥t ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞♦✐t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é
❡♥ t❡♠♣s ré❡❧✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥ ré❛❧✐té ✈✐rt✉❡❧❧❡✱ ré❛❧✐té ❛✉❣♠❡♥té❡ ♦✉ ❜✐❡♥ ❡♥❝♦r❡ ❧❡
❝♦♥trô❧❡ ❛❝t✐❢ ❞❡ s②stè♠❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❈❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ tr❛✐tés ♣❛r ❧❡s s✐♠♣❧❡s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s ❜r✉t❡s ❡t ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥s ❛♣♣r♦♣r✐é❡s✳ ❉❛♥s
❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❡①✐st❡♥t ❡t ♣❡r♠❡tt❡♥t
❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛✜♥ ❞✬❡♥ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ t♦✉t ❡♥ ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t
✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥✳
❈❡s ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ❛✐♥s✐ ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♠✉❧t✐✲❝❤❛♠♣s
❡t✴♦✉ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❛✜♥ ❞❡ ❧❡s ✐♥té❣r❡r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛✲
t✐♦♥✳ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝r✐t ❝♦♠♠❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ré❞✉✐t
✭♦✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡✮ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ♠♦✐♥s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♣♦✉r êtr❡ é✈❛❧✉é q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞✉✲
q✉❡❧ ✐❧ ❛ été ♦❜t❡♥✉✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐❞éré✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡ ❛✉r❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à
❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ t❛♥❞✐s q✉✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s❡ ❢♦❝❛❧✐s❡r❛ s✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥
❞✉ t❡♠♣s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ré❞✉✐t ✭✐✳❡✳ ❧❡ t❡♠♣s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡s s♦rt✐❡s ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ à
♣❛rt✐r ❞❡s ❡♥tré❡s✮✳
■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛❝t✉❡❧❧❡s ♦♥t ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❝❛❧✐❜r❛✲
t✐♦♥ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥s✐❞éré❡ ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡✳ ❈❡ t❡♠♣s ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ♦✛✲❧✐♥❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❝❡tt❡ ét❛♣❡ ❡st ❜✐❡♥ s♦✉✈❡♥t s✉♣ér✐❡✉r
❛✉ t❡♠♣s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✱ ❧✉✐✱ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♦♥✲❧✐♥❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡
❝❡tt❡ ét❛♣❡ ❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ré❞✉✐t ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡
✶
♣ré❝✐s✐♦♥✳
▲❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ❡st ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ♣✐❧♦té❡ ♣❛r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❛✈❡❝ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝②❝❧❡s
ré❞✉✐ts✱ ❞❡ ♠♦✐♥s ❡♥ ♠♦✐♥s ❞❡ ♣r♦t♦t②♣❛❣❡ ❡t ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s s②stè♠❡s
✭s②stè♠❡s ♣❧✉r✐❞✐s❝✐♣❧✐♥❛✐r❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡
♦✛r❡♥t ✉♥ é♥♦r♠❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ♣❛r ❧❡✉r ❝❛♣❛❝✐té à ❡♥❝❛♣s✉❧❡r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭♦✉ ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✮ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✉♥✐q✉❡✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st✱ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱
❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❡t ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ q✉❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♦✉ ❧❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛②❛♥t
♣❡r♠✐s ❞❡ ❧✬♦❜t❡♥✐r✳ ▲✬❡♠♣❧♦✐ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ré❞✉✐t ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛ttr❛②❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ♦ù ✿
✭✐✮ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♠✐t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❣é♥éré❡s ❀ ✭✐✐✮
❧❡ ❝♦ût ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ❡st tr♦♣ é❧❡✈é ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❝❛s ❀ ✭✐✐✐✮ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡
♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞è❧❡s ❀ ✭✐✈✮ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞♦✐t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❀ ✭✈✮ ✉♥ ♥♦♠❜r❡
✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♠❛✐s s♦♥t ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t ❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✐r❡❝t❡ ❀
✭✈✐✮ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞♦✐t êtr❡ ré❞✉✐t s❛♥s ♣❡rt❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳
✶✳✷ ▲❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡
P♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ s②stè♠❡ ré❡❧ ❞❡ t②♣❡
▼■▼❖ ✭▼✉❧t✐♣❧❡ ■♥♣✉ts ▼✉❧t✐♣❧❡ ❖✉t♣✉ts✮ ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r N ❡♥tré❡s✱ M s♦rt✐❡s ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ tr❛♥s❢❡rt z t❡❧❧❡ q✉❡ ✿
R
N → RM ,
z : X → z(X), ✭✶✳✶✮
❛✈❡❝ X =
(
X(1), . . . , X(N)
)
❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s N ❡♥tré❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❡t z(X) = (z(1)(X)✱
✳✳✳ ✱ z(M)(X)) ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s M s♦rt✐❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❞✉ s②stè♠❡ ▼■▼❖✳
❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♠❛✐s
❝✬❡st r❛r❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ❧♦rsq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥❞✉str✐❡❧s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s r❛r❡ q✉❡ ❝❡tt❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞♦✐✈❡ êtr❡ ❛♣♣r♦①✐♠é❡ ♣❛r ❞❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦✉ ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❝♦✉t❡✉s❡s✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ zˆ(X)
♥é❝❡ss✐t❛♥t ♠♦✐♥s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s q✉❡ z(X) ♣♦✉r êtr❡ é✈❛❧✉é❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
R
N → RM ,
zˆ : X → zˆ(X) = z(X) + ǫ(X), ✭✶✳✷✮
♦ù zˆ(X) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛♥t ❧❛ ✈r❛✐❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt z(X) ❡t ǫ(X) ❡st ❧✬❡rr❡✉r
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛✉ ♣♦✐♥t X✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ǫ(X) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜♦r♥é❡ ❞♦♥t ❧❡s ❜♦r♥❡s s♦♥t
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✐é❡s à ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡✳ ❈♦♠♠❡ zˆ(X) ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥♥✉❡
❞❛♥s ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ❝❛s✱ ❧❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ǫ(X) s♦♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❡st✐♠é❡s s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐❢ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳
▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡①✐st❛♥t❡s ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t s♦♥t ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✐t❡s ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❝❛r ❧❛
♣❤❛s❡ ❞❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♠ét❛♠♦❞è❧❡s ♥é❝❡ss✐t❡ ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ♦❜t❡♥✉s
❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ♦✉ ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♠♣❧❡t ✭✐✳❡✳ ❝♦✉t❡✉①✮ ❞✉ s②stè♠❡ ré❡❧✳ ▲❛ s❡✉❧❡
♠ét❤♦❞❡ ❞✐t❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❝♦♥♥✉❡ à ❝❡ ❥♦✉r ❡st ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s
❣é♥ér❛❧✐sé❡ ♦✉ P●❉ ✭Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✮ ❬✹❪ q✉✐ ❝♦♥str✉✐t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ré❞✉✐t s❛♥s
❛✈♦✐r r❡❝♦✉rs à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧és✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡
✷
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ sé♣❛ré❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t ❡♥r✐❝❤✐❡ ♣❛r ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ♠♦❞❡s ❥✉sq✉✬à ❛tt❡✐♥❞r❡
✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡✉✐❧ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥✳ ❈❤❛q✉❡ ♠♦❞❡ ❛❥♦✉té ❞♦♥♥❡ ❧✐❡✉ à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s✬❡st ✐❧❧✉stré❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝❤✐♠✐❡
q✉❛♥t✐q✉❡ ✐♥s♦❧✈❛❜❧❡s ❥✉sq✉✬❛❧♦rs ❬✺❪✳ ❊❧❧❡ ♣rés❡♥t❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉❡❧q✉❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❞♦♥t ♥♦t❛♠✲
♠❡♥t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ♣❛s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥✱ ✜①é ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ q✉✐ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ✉♥ ❢♦rt ✐♠♣❛❝t s✉r ❧❡s
rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✭♦✉ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✮ ❞♦✐t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡
♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡s ♣❛s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✉♥❡ ♣❧✉s ♠❛✉✈❛✐s❡
♣ré❝✐s✐♦♥ ♣♦✉r ❝❡✉①✲❝✐✳ ❈❡❧❛ ❝♦♥❞✉✐t é❣❛❧❡♠❡♥t à ❞❡s rés✉❧t❛ts ♠♦✐♥s ♣ré❝✐s ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s✳
P❛r♠✐ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✱ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ❛✉①
✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♦✉ P❖❉ ✭Pr♦♣❡r ❖rt❤♦❣♦♥❛❧ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✮ ❬✻✱✼❪ ❡t ❧❡ ❦r✐❣❡❛❣❡ ❬✽✱✾❪ s♦♥t ❧❡s ♣❧✉s
❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❝♦♥s✐❞éré ❞✬✉♥❡ t❛✐❧❧❡ K ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ♣♦✉r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✮ à ❧❛ t❛✐❧❧❡ K ′ ❛✈❡❝ K ′ ≪ K✳ ❈❡tt❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❛✉① ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s s❡r✈❛♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐❞éré✳ ▲❛
ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ♥❡ ❝♦♥s❡r✈❛♥t q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❧❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❡t ❡♥ ♦❜t❡♥❛♥t
❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ré❞✉✐t❡✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s
❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s ✢✉✐❞❡s ❬✻❪✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥é❝❡ss✐t❡✱ ❞❛♥s s❛ ♣❤❛s❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
♦♥✲❧✐♥❡✱ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✬♦r❞r❡ K ′ q✉✐ ♣❡✉t s✬❛✈ér❡r ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss✐t❛♥t ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ très ❝♦✉rt✳
❉❡ s♦♥ ❝ôté✱ ❧❡ ❦r✐❣❡❛❣❡✱ q✉✐ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❣é♦st❛t✐st✐q✉❡✱ ❡st ❝♦♥♥✉ ❝♦♠♠❡
❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❡st✐♠❛t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ♥♦♥ ❜✐❛✐sé✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡
❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ s❡ ❢♦❝❛❧✐s❡ s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❣râ❝❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rré❧❛✲
t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❈♦♥♥✉ ♣♦✉r êtr❡ ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ♥♦♥ ❜✐❛✐sé✱ ❝❛r ❛✉❝✉♥ ❜✐❛✐s
♥✬❡st ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❞✉ ❜✐❛✐s ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❧❡ ❝❤♦✐①
❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✱ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡ ❡t ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱ q✉✐ ❛✉❣✲
♠❡♥t❡♥t s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥
❞✉ ♠♦❞è❧❡ ré❞✉✐t ❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♦♥✲❧✐♥❡ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞♦♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡st
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✐é❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝♦♥♥✉s✳ ❈❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s r❡♥❞❡♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛❞❛♣té❡ ❛✉ ❝❛s
♦ù ♣❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳
P❛r♠✐ t♦✉t❡s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡①✐st❛♥t❡s✱ ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s✱ ♦✉ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ◆❡✉r❛❧
◆❡t✇♦r❦s ✭❆◆◆s✮ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✱ ♠ér✐t❡♥t ✉♥❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❝❛r ❡❧❧❡s s♦♥t ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s
s❡✉❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ tr❛✐t❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❝❛r❛❝tér✐sés ♣❛r ❞❡s ♠✐❧❧✐❡rs ❞✬❡♥tré❡s ❬✶✵✱✶✶❪✳
▼❛✐s ❝❡ ❣r❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡st ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té q✉✐ ❧❡s r❡♥❞ ✐♥❛❝❝❡ss✐❜❧❡s à ✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♥♦♥
❢♦r♠é à ❧❡✉r ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡t s✉rt♦✉t à ❧❡✉r ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té s✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡ s♦✉✈❡♥t
❞✬✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞✬❡ss❛✐✴❡rr❡✉r ♣♦✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ■❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱ ♥♦♠♠é❡ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s✱ s♦♥t ❛♣♣r♦♣r✐é❡s ❡t ✐❧ ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ❧❡ ♠ét❛♠♦❞è❧❡
♦❜t❡♥✉ ♥❡ s♦✉✛r❡ ♣❛s ❞✬♦✈❡r✲✜tt✐♥❣✳
❆✜♥ ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡
✸
◆❯❘❇❙ ✭◆♦♥✲❯♥✐❢♦r♠ ❘❛t✐♦♥❛❧ ❇❛s✐s ❙♣❧✐♥❡s✮ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ M ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♣❛r❛✲
♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ N ❞♦♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥és s❛♥s ♥é❝❡ss✐t❡r
✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡ss❛✐✴❡rr❡✉r✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❡st ✉♥❡ ♠é✲
t❤♦❞❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ q✉✐ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝♦♥♥✉s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt
z (X) ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ▼■▼❖✳ ❈❡s ♣♦✐♥ts s♦♥t ♥♦♠♠és ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s {Qs = z (Xs)} ♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
z ❛ été é✈❛❧✉é❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①❛❝t❡ ♦✉ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣♦✉r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬❡♥tré❡ Xs✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱
♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ z (X) ♣❛r ✉♥❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ ✿
[0, 1]N → RM ,
H : u → H (u) , ✭✶✳✸✮
♦ù H (u) ∈ RM ❡st ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ ❛✉① ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣❛r❛✲
♠étr✐q✉❡ u =
(
u(1), . . . , u(N)
) ∈ RN ✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ H (u) r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s M
❞✐✛ér❡♥t❡s s♦rt✐❡s ❞✉ s②stè♠❡ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s u r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s N
❡♥tré❡s✳ ❊♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s q✉✐ s❡r♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ❡t ❧❡s ♣r❛t✐q✉❡s ✉s✉❡❧❧❡s
❞✉ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡t s✉r❢❛❝❡s ◆❯❘❇❙ ❬✷❪✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ u(i)✱ i = 1, . . . , N ✱ s♦♥t ❜♦r♥é❡s ❞❛♥s
❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, 1]✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞é♣❛rt ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ z (X) ét❛♥t ✉♥ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ E ⊂ RN 6= [0, 1]N ✱
♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ f t❡❧❧❡ q✉❡ ✿
E → [0, 1]N ,
f : X → f (X) = u. ✭✶✳✹✮
❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧✐❡r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❡♥tré❡ X ❛✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❡♥tré❡
s❛♥s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s u ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐q✉❡✳
✶✳✸ ❖❜❥❡❝t✐❢s ❞❡ ❧❛ t❤ès❡
❈❡tt❡ t❤ès❡ ♥✬❛ ♣❛s ✈♦❝❛t✐♦♥ à ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉✐ s♦✐t ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s
♣r♦❜❧è♠❡s✱ ❝❛r ✉♥❡ t❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ r❡❧è✈❡ ❞❡ ❧✬✉t♦♣✐❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés
❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❡st ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ très ✈❡rs❛t✐❧❡ ✭✐✳❡✳ ❝❛♣❛❜❧❡
❞❡ s✬❛❞❛♣t❡r à ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✈❛r✐été ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s✮✱ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ♣❛s ✉♥ ♣❛r❛♠étr❛❣❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ à
✜①❡r ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ ❞♦♥t ❧✬✐♠♣❛❝t s✉r ❧❡ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ♦❜t❡♥✉ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❡t ♣r♦♣♦s❛♥t✱
s✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r✱ ✉♥ ❜♦♥ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐❞éré✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛✲
t✐♦♥ ❞❡s ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ◆❯❘❇❙✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st r❛♠❡♥é à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ✜tt✐♥❣ ❞✬✉♥❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t
♦❜t❡♥✉s✳ ❈❡ t②♣❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♥♦✉✈❡❛✉ ✭❝❢✳ ❬✶❪ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮ ♠❛✐s ❧✬♦r✐❣✐✲
♥❛❧✐té ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛tr✐❝❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r
❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ ❝♦♥s✐❞éré❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡①✐st❛♥t❡s
❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❞ét❡r♠✐♥❡♥t ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r
❞❡s rè❣❧❡s ét❛❜❧✐❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡t s✉r❢❛❝❡s ◆❯❘❇❙ ❬✷❪✳ ❈❡s rè❣❧❡s ♦♥t ❞é❥à été
r❡♠✐s❡s ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡t s✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ ❬✶✷✱ ✶✸❪✳ ❉❡ ♣❧✉s
❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣r♦♣♦sé❡s s❡ ❢♦❝❛❧✐s❡♥t s♦✉✈❡♥t s✉r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐❞s ♦✉ ❞❡s ❦♥♦t✲✈❡❝t♦rs
♠❛✐s r❛r❡♠❡♥t t♦✉s ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✳ ▲❡s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés ✐❝✐ s❡ ❞é♠❛rq✉❡♥t ❞❡s
✹
❞é♠❛r❝❤❡s ❡①✐st❛♥t❡s ❡♥ ✐♥❝❧✉❛♥t t♦✉s ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s
❞✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ✜tt✐♥❣✳
❈❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ✜tt✐♥❣ ♣❡✉t êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞♦♥t
❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧
✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t✱ ❧♦rsq✉❡ t♦✉s ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❢♦♥t ♣❛rt✐❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐✲
s❛t✐♦♥✱ ❡st q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥st❛♥t✳ ❈❡ ♥♦♠❜r❡ ❡st ❡♥ ❢❛✐t
❧✐é à ❝❡rt❛✐♥s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❡t✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡s ❦♥♦t✲✈❡❝t♦rs
❞é♣❡♥❞❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡t ❞❡s ❞❡❣rés✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛ ♥é❝❡ss✐té
❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ q✉✐ ❢❛✐t s✉✐t❡ ❛✉① tr❛✈❛✉① ❞❡ ▼♦♥t❡✲
♠✉rr♦ ❬✶✹❪✳
❉❛♥s ❝❡s tr❛✈❛✉①✱ ▼♦♥t❡♠✉rr♦ ❬✶✹❪ ❛ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡
❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ✿ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ♠♦❞✉❧❛✐r❡s✳ ❯♥ s②stè♠❡ ♠♦✲
❞✉❧❛✐r❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❝♦♠♣♦sé ♣❛r ❞❡s ✧✉♥✐tés é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✧ ✭❧❡s ♠♦❞✉❧❡s✮
❡t ❞♦♥t ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞✉❧❡ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ❧❡ ♠ê♠❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡s ✭❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣✲
t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞✉❧❡✮ ♠❛✐s ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ✈❛❧❡✉rs✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t
❧❡ s②stè♠❡ ♣❛rt❛❣❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ✈❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛❧ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡s ♠❛✐s ✐❧s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é✜♥✐s ♣❛r ❞❡s
✈❛❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ ❝❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s str✉❝t✉r❡s✱ ❧❡s s②stè♠❡s ♠♦❞✉❧❛✐r❡s s♦♥t ♠❛s✲
s✐✈❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sés ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡♠❡♥t ❡t✱ ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ❧✬❛ér♦♥❛✉t✐q✉❡
❡t ❧✬❛✉t♦♠♦❜✐❧❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝✐t❡r ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ s②stè♠❡s ♠♦❞✉❧❛✐r❡s ✿
• ❧❡s str❛t✐✜és ❝♦♠♣♦sés ❞❡ nply ♣❧✐s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ♦ù ❝❤❛q✉❡ ♣❧✐ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❝❛r❛❝✲
tér✐sé ♣❛r ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦♠♠❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ♠❛tér✐❛✉✱ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r
♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ✜❜r❡s ❀
• ❧❡s ♣❛rt✐❡s str✉❝t✉r❡❧❧❡s ❞✬✉♥ ❛✈✐♦♥✱ à s❛✈♦✐r✱ ❧❡s ♣❛♥♥❡❛✉① r❛✐❞✐ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❡ ❢✉s❡❧❛❣❡ ❡t ❧❡s
❛✐❧❡s✱ ♦ù ❝❤❛q✉❡ ♣❛♥♥❡❛✉ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ s②stè♠❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧✬é❧é♠❡♥t
✉♥✐t❛✐r❡ ❡st ❧❡ r❛✐❞✐ss❡✉r✳
▲✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ♠♦❞✉❧❛✐r❡s ❡st s♦✉✈❡♥t ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞✐✣❝✐❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❢♦r♠❛❧✐✲
s❡r ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♥♦♥✲❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡ ❣❡♥r❡
❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❡t✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞✉❧❡✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡r ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ Nvar ✈❛✲
r✐❛❜❧❡✱ ♦ù Nvar ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞✉ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ♠♦❞✉❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❡ s②stè♠❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♥❛t✉r❡s ✿
❝♦♥t✐♥✉❡s✱ ❞✐s❝rèt❡s✱ ❡t❝✳
❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❝❡s ❞❡✉① ❛s♣❡❝ts ✭✐✳❡✳ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t ❞❡ ❞✐❢✲
❢ér❡♥t❡s ♥❛t✉r❡s✮✱ ❛ss♦❝✐é ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ♠♦❞✉❧❛✐r❡s s♦♥t
s♦✉✈❡♥t ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ♥♦♥✲❝♦♥✈❡①❡s✱ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ▼♦♥t❡♠✉rr♦ s✬✐♥s❝r✐t ❞❛♥s
❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❡t ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❣é♥ét✐q✉❡s
✭❆●s✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ❆●s st❛♥❞❛r❞ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ tr❛✐t❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛✲
t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ♠♦❞✉❧❛✐r❡s✱ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣❛r❝❡ q✉✬✐❧ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s rés♦✉❞r❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐s s✉r ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ P♦✉r s✉r♠♦♥t❡r ❝❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té✱ ❧❡
❝♦♥❝❡♣t ❞✬❡s♣è❝❡s ❡t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♦♣ér❛t❡✉rs ❣é♥ét✐q✉❡s✱ ❛✉t♦r✐s❛♥t ❧❛ r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡s
✐♥❞✐✈✐❞✉s ✐ss✉s ❞✬❡s♣è❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐ts ❞❛♥s ❧✬❆● ❇■❆◆❈❆ ✭❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ■♥s♣✐r❡❞
❆◆❛❧②s✐s ♦❢ ❈♦♠♣♦s✐t❡ ❆ss❡♠❜❧❛❣❡s✮ ❬✶✺❪✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s ♣❤❛s❡s ❞❡ ❝r♦✐s❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ♠✉t❛✲
✺
t✐♦♥✱ ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❡st ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✭❧❡ ❝÷✉r ♠ê♠❡ ❞✬✉♥ ❆●✮ ♦♥t
été ♠♦❞✐✜é❡s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ♣♦✉r ❛✉t♦r✐s❡r ❧❛ r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❞❡s ❡s✲
♣è❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❈❡❧❛ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❆● ❇■❆◆❈❆ ♥❡ s✉✐t ♣❧✉s s❡✉❧❡♠❡♥t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥
❞❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❡s♣è❝❡s✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❧❡s ♥♦✉✈❡❛✉① ♦♣ér❛t❡✉rs ❣é♥é✲
t✐q✉❡s s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ tr❛✐té ♣✉✐sq✉✬✐❧s s♦♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❧✐és ❛✉ ❝♦♥❝❡♣t ❞✬❡s♣è❝❡s
❡t tr❛♥s❝❡♥❞❡♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐❞éré✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♠ê♠❡ s✐ ❇■❆◆❈❆ ❛ ❞é♠♦♥tré s❛ ❝❛♣❛❝✐té à tr❛✐t❡r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s
❬✶✻✕✶✽❪✱ ❝❡t ❆● r❡st❡ ❧✐♠✐té ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ♥❡ ♣❡✉t tr❛✐t❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s②s✲
tè♠❡s ♠♦❞✉❧❛✐r❡s ♥❡ ♣♦ssé❞❛♥t q✉✬✉♥ s❡✉❧ t②♣❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡✳ ❖r✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ✜tt✐♥❣✱
r❡❧❛t✐❢ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s tr❛✐t❡r✱ ♣❡✉t êtr❡ ♠✐s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ♣♦ssé❞❛♥t N ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♠♦❞✉❧❛✐r❡s✱ N
ét❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥tré❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ré❞✉✐t✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t ❞✬♦r✐❣✐♥❛❧✐té ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ♣r♦♣♦sé ❡st✱
❞♦♥❝✱ ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥❝❡♣t ❞✬❡s♣è❝❡ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ▼♦♥t❡♠✉rr♦ ❬✶✹❪✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ str✉❝t✉r❡
❞❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ❛ été ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❡t ét❡♥❞✉❡ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✐r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ Nmod q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ ❝♦♠✲
♣♦s❛♥ts ♠♦❞✉❧❛✐r❡s✱ ❝❤❛❝✉♥ ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r♦♣r❡ ❞❡ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s✱ ❡t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts
❧❡s ✉♥s ❞❡s ❛✉tr❡s✳ ▲❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞✬❡s♣è❝❡ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❧✉s s❡✉❧❡♠❡♥t ❧✐é ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s
❞✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ♠❛✐s ❛✉① ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♠♦❞✉❧❛✐r❡s q✉✐ ❧❡
❝♦♠♣♦s❡♥t✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝❡tt❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡✱ ❧✬❆● ❊❘❆❙▼❯❙
✭❊✈♦❧✉t✐♦♥❛❘② ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ♦♣t✐♠✐❙❛t✐♦♥ ♦❢ ▼♦❞❯❧❛r ❙②st❡♠s✮ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ tr❛✐t❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ♠♦❞✉❧❛✐r❡s à ♥♦♠❜r❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♠♦❞✉❧❛✐r❡s✳ ❈❡ ❝❛s
❡st ❢réq✉❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥❞✉str✐❡❧s ❡t ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿
• ❧❡s s②stè♠❡s ❝♦♠♣♦sés ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs str❛t✐✜és✱ ♦ù ❝❤❛q✉❡ str❛t✐✜é r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t
♠♦❞✉❧❛✐r❡✱ ❝❤❛❝✉♥ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ nstratply ♣❧✐s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ♦ù ❝❤❛q✉❡ ♣❧✐ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♠♦✲
❞✉❧❡ ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦♠♠❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ♠❛tér✐❛✉✱
é♣❛✐ss❡✉r✱ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ✜❜r❡s ❀
• ❧❡s ♣❛rt✐❡s str✉❝t✉r❡❧❧❡s ❞✬✉♥ ❛✈✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❢✉s❡❧❛❣❡✱ ♦ù ❧❡s ❧✐ss❡s
❡t ❧❡s ❝❛❞r❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❝❤❛❝✉♥ ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t ♠♦❞✉❧❛✐r❡✱ ❡✉① ♠ê♠❡s ❝❛r❛❝tér✐sés
♣❛r ❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥✳
▲❡ s❡❝♦♥❞ ♣♦✐♥t ❞✬♦r✐❣✐♥❛❧✐té ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❡st ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❤②♣❡r✲
s✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ ♣♦✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ s❛♥s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛tr✐❝❡s s✉r ❧❡s
❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❊❘❆❙✲
▼❯❙✱ ❝♦✉♣❧é ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❤②❜r✐❞❡ ❜❛♣t✐sé❡ ❍❊❘❖ ✭❍②❜r✐❞
❊✈♦❧✉t✐♦♥❛❘② ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✮✱ ✉t✐❧✐s❛♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❧✬❆● ❊❘❆❙▼❯❙ ❡t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡
♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ s❛♥s ❛✉❝✉♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❡t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐❞éré✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❊❘❆❙▼❯❙ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡♥t✐❡rs ré❣✐ss❛♥t ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞ét❡r✲
♠✐♥✐st❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ r❡♥✈♦②é❡ ♣❛r ❊❘❆❙▼❯❙✳ ▲❛
str❛té❣✐❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❛ été ✉t✐❧✐sé❡ s✉r ❞❡s ❜❡♥❝❤♠❛r❦s ❞❡
♥❛t✉r❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ❡t ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ s✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❝r✐t✐q✉❡
❞❡ ✢❛♠❜❛❣❡ ❞✬✉♥ ♣❛♥♥❡❛✉ r❛✐❞✐✳ ❉❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s✱ ❧✬❆● ❊❘❆❙▼❯❙✱ ❝♦✉♣❧é ❛✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡
♦❜t❡♥✉✱ ❛ été ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✉ ♣❛♥♥❡❛✉✱ s♦✉♠✐s
à ❞✐✈❡rs❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞♦♥t ✉♥❡ s✉r ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ✢❛♠❜❛❣❡✳
✻
✶✳✹ ❖r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛♥✉s❝r✐t
❈❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❡st ♦r❣❛♥✐sé ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
• ▲❡ ♣rés❡♥t ❝❤❛♣✐tr❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❡t ❧❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✳
• ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ❞r❡ss❡ ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❡①✐s✲
t❛♥t❡s✳ ❆♣rès ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡✱
❧❡s ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ❝❧❛ssé❡s ❡♥ tr♦✐s ❣r❛♥❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉①
♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♥♦♠♠é❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s✳ ▲❡✉r ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❡st q✉❡ ❧❡ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ❣é♥éré
r❡♥✈♦✐ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡①❛❝t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠é❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡
❢❛♠✐❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ q✉✐✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛✲
t✐♦♥✱ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡st q✉❡ ❧❡ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ♦❜t❡♥✉ ♥❡ r❡♥✈♦✐❡ ♣❛s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡①❛❝t❡
❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠é❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ♠❛✐s ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❛♣♣r♦①✐♠é❡✳ ❊♥✜♥
❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s ♦♥t ♣♦✉r
❜✉t ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❛✜♥ ❞✬❡♥ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳
• ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♦✉t✐❧s ❡t ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❝❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞
❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡t s✉r❢❛❝❡s ◆❯❘❇❙ ❡st ♣rés❡♥té✱ ♣✉✐s ❧❡ ❢♦r♠❛✲
❧✐s♠❡ ❡st ❣é♥ér❛❧✐sé ❛✉ ❝❛s ❞❡s ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ◆❯❘❇❙ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳ ▲❡s rè❣❧❡s
❡♠♣✐r✐q✉❡s ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ✜①❡r ❝❡rt❛✐♥s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ❡♥t✐tés ◆❯❘❇❙ s♦♥t
♣rés❡♥té❡s ❡t ❞❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉r ❧❡ ♥♦♥✲❢♦♥❞❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s rè❣❧❡s s♦♥t é✈♦q✉é❡s✳ ❉❛♥s ❧❛
s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❞❡✲
♠❡♥ts ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❡s ❆●s s♦♥t ❡①♣♦sés✳ ▲✬❆● ❇■❆◆❈❆ ❡st ♣rés❡♥té ❡t ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡
♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❊❘❆❙▼❯❙ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s
❞ét❛✐❧❧♦♥s ❧❡s ♥♦✉✈❡❛✉① ♦♣ér❛t❡✉rs ❣é♥ét✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡♥tr❡
✐♥❞✐✈✐❞✉s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡s♣è❝❡s✳ ❈❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s
♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❧✬❆● ❇■❆◆❈❆✳ ◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r✲
t✐❝✉❧✐èr❡ ❞✬❊❘❆❙▼❯❙✱ à s❛✈♦✐r ❧✬❆❉P ✭❆✉t♦♠t✐❝ ❉②♥❛♠✐❝ P❡♥❛❧✐s❛t✐♦♥✮✱ ❤ér✐té❡ ❞❡ ❧✬❆●
❇■❆◆❈❆✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ❣é♥ér❛❧✐tés ❡t ❧❡s ❢♦♥❞❡♠❡♥ts ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❡s ♠é✲
t❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ✭✐✳❡✳ ❜❛sé❡s s✉r ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢✮✳
• ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ❛♣rès ✉♥ ❜rè✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❡①♣♦s❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❛♥t ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙✱ ❡st ❞r❡ssé❡ ❡t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥
❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❢♦r♠✉❧é ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ♣♦ssé❞❛♥t N t②♣❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♠♦✲
❞✉❧❛✐r❡s✱ N ét❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥tré❡s ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡
♣rés❡♥t❡ ❧❡s str❛té❣✐❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ❊♥ ♣❛r✲
t✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s str❛té❣✐❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ◆❯❘❇❙ s♦♥t ❣é♥ér❛❧✐sé❡s ❛✉① ❝❛s
❞❡s ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s✳ ❈❡s str❛té❣✐❡s r❛♠è♥❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ✜tt✐♥❣ à ✉♥❡ s✉❝❝❡s✲
s✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝✉r✈❡ ✜tt✐♥❣ ♠❛✐s ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ♣♦✉r êtr❡
❛♣♣❧✐q✉é❡s✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❤②❜r✐❞❡ ❞❡ ❝❡s str❛✲
té❣✐❡s✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❍❊❘❖ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
✼
❞é✈❡❧♦♣♣é❡✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧ ✭✐✳❡✳ ✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
♣r♦❜❧è♠❡s✮ ❡t ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ✜tt✐♥❣ ♣❛r ✉♥❡ ❡♥t✐té ◆❯❘❇❙✳
• ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡
s✉r tr♦✐s ❜❡♥❝❤♠❛r❦s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r tr❛✐t❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ t❡♠✲
♣ér❛t✉r❡ ❞✬✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ♠✐♥❝❡ s♦✉♠✐s❡ à ❞✐✈❡rs ✢✉① t❤❡r♠✐q✉❡s✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛❞♠❡t q✉❛tr❡
♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬❡♥tré❡ ❡t ✉♥❡ s♦rt✐❡✳ ▲❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❞❡ ❝❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡
❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧✐♠✐t❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s à ❧❛ ♣❧❛q✉❡ r❡♥❞❡♥t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t
❞✬✉♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬❡♥tré❡✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ tr❛✐t❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ♠✐♥❝❡ ❡♥❝❛stré❡ à ✉♥❡ ❡①tré♠✐té ❡t s♦✉♠✐s❡
à ✉♥ ❡✛♦rt à s♦♥ ❛✉tr❡ ❡①tré♠✐té✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛❞♠❡t q✉❛tr❡ ❡♥tré❡s ❡t ❞❡✉① s♦rt✐❡s✳ ❙❛
♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❡st ❞✉❡ ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ ❧✬❡✛♦rt ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❞✬❡♥tré❡ ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❜❡♥❝❤♠❛r❦ tr❛✐t❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ♠✐♥❝❡ tr♦✉é❡✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛❞♠❡t ❧✉✐ ❛✉ss✐ q✉❛tr❡
❡♥tré❡s ❡t ❞❡✉① s♦rt✐❡s✳ ❙❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❡st q✉❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❡t ❞♦♥❝ ❧❛ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s✱ ❝❤❛♥❣❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬❡♥tré❡ ✿ ✐❧ ❡♥
rés✉❧t❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ✜tt✐♥❣ ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥✲❝♦♥✈❡①❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ♥♦tr❡
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ s♦♥t ❝♦♠♣❛rés à ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s
◆❯❘❇❙ ✐ss✉❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❡t ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ♣♦✉r ✜①❡r ❝❡rt❛✐♥s
♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡✱ à s❛✈♦✐r✱ ❧❡s ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs ❡t ❧❡s ❞❡❣rés✳
• ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❝❛s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à tr❛✐t❡r
❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❛♥♥❡❛✉ r❛✐❞✐ ré❛❧✐sé ♣❛r ❞❡✉① str❛t✐✜és✱ ❧✬✉♥ ♣♦✉r ❧❛
♣❡❛✉ ❡t ❧✬❛✉tr❡ ♣♦✉r ❧❡ r❛✐❞✐ss❡✉r✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r
❧❛ ♠❛ss❡ ❞✉ ♣❛♥♥❡❛✉✱ t♦✉t ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r
♠♦❞❡ ❞❡ ✢❛♠❜❛❣❡✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ét❛♥t ré❛❧✐sé ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✱
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡
✢❛♠❜❛❣❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ à ré❛❧✐s❡r ❛❞♠❡t s✐① ❡♥tré❡s ❡t ✉♥❡ s♦rt✐❡✳ ❉❛♥s
✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ▼❙✷▲ ✭▼✉❧t✐✲❙❝❛❧❡ ❚✇♦✲▲❡✈❡❧✮ ♣❡r♠❡tt❛♥t
❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡st ♣rés❡♥té❡✳ ❈❡tt❡ str❛té❣✐❡ rés♦✉t ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐✲
♠✐s❛t✐♦♥ ✐♥t❡r❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❡t ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞❡s
str❛t✐✜és ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❛ ♣❡❛✉ ❡t ❧❡ r❛✐❞✐ss❡✉r s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥és✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s
✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♣♦❧❛✐r❡ q✉✐ ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t ❜r✐è✈❡♠❡♥t✳ ❉❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❧❡s
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡s ♣❧✐s ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❡s str❛t✐✜és s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❢♦✉r♥✐s ♣❛r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♣r♦❜❧è♠❡✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡
❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ✢❛♠❜❛❣❡ ♥✬✐♥t❡r✈✐❡♥t q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r❡♠✐❡r ♥✐✈❡❛✉✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐✱
❛♣rès ❛✈♦✐r ♣rés❡♥té ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❧❡
♠ét❛♠♦❞è❧❡ ♦❜t❡♥✉ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r❡♠✐❡r ♥✐✈❡❛✉✳
• ▲❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ ❝❡s
tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡✳
✽
❈❤❛♣✐tr❡ ✷
➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt
✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡✱ ♦✉ ♠❡t❛♠♦❞❡❧✐♥❣ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✱ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
♠ét❤♦❞❡s ❡t ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞♦♥t ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st ❞❡ ❣é♥ér❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛♣♣❡❧é
♠♦❞è❧❡ ré❞✉✐t ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ♠ét❛♠♦❞è❧❡✳ ▲❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡ ❡st ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ♣✐❧♦té❡ ♣❛r ❧❡s
❞♦♥♥é❡s✱ ❛✈❡❝ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝②❝❧❡s ré❞✉✐ts✱ ❞❡ ♠♦✐♥s ❡♥ ♠♦✐♥s ❞❡ ♣r♦t♦t②♣❛❣❡ ❡t ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s s②stè♠❡s ✭s②stè♠❡s ♣❧✉r✐❞✐s❝✐♣❧✐♥❛✐r❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ❧❡s
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ♦✛r❡♥t ✉♥ é♥♦r♠❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ♣❛r ❧❡✉r ❝❛♣❛❝✐té à ❡♥❝❛♣s✉❧❡r ❞❡s
❞♦♥♥é❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭♦✉ ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✮ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡
✉♥✐q✉❡✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❡t ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ q✉❡ ❧❡s
♠♦❞è❧❡s ♦✉ ❧❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛②❛♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ❧✬♦❜t❡♥✐r✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❧✐st❡r ❧❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❛tt❡♥❞✉❡s ❞✬✉♥ ❜♦♥ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ✿
• ▼✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡✈❛♥t êtr❡ ✜①és ❛ ♣r✐♦r✐ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱
• ◆❡ ♣❛s ♥é❝❡ss✐t❡r ❞✬❡①♣❡rt✐s❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ ♠ét❛♠♦❞è❧❡✱
• ✃tr❡ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞♦♥t ✐❧ ❡st ✐ss✉ ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❡t ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥
❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✱
• ▼✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✳
◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ré❞✉✐t ♣❛ss❡✱ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐sé❡✱ ♣❛r ❞❡✉①
♣❤❛s❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s très ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❈❡s ❞❡✉① ét❛♣❡s ♦♥t ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❞✐✛ér❡r
❞❡ q✉❡❧q✉❡s ♦r❞r❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉rs✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ s♦♥t
é✈❛❧✉és à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝♦♥♥✉❡s✱ s❛✉❢ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ P●❉ ✭Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞
❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✮ q✉✐ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ♣❛s s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛ ♣r✐♦r✐✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ❡st s♦✉✲
✈❡♥t ❛♣♣❡❧é❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦✉ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ✭♦♥ ✉t✐❧✐s❡ s♦✉✈❡♥t ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡
❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❧❡❛r♥✐♥❣✮✳ ▲❡ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ♦❜t❡♥✉ ♣❡✉t ❡♥s✉✐t❡ êtr❡ ✉t✐❧✐sé ❡t ❧❡ t❡♠♣s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡s s♦rt✐❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ré❞✉✐t ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t très ✐♥❢ér✐❡✉r
❛✉ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ à s❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❞❡✉① t❡♠♣s ❞✐st✐♥❝ts
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✭♦✉
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✮ ❡t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ r❡st✐t✉t✐♦♥ ✭♦✉ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✮✳ ▲✬❡♠♣❧♦✐ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ré❞✉✐t ❡st
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛ttr❛②❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ♦ù ✿
✾
• ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♠✐t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❣é♥éré❡s✱
• ❧❡ ❝♦ût ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t tr♦♣ é❧❡✈é ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❝❛s✱
• ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞è❧❡s✱
• ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞♦✐t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳
❈❡ s♦♥t ❞❡s ❝❛s ❢réq✉❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬✐♥❣é♥✐❡r✐❡ ❡t✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
❛ér♦♥❛✉t✐q✉❡✱ ♦ù ❧❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬✉♥ ❛✈✐♦♥ ❡st ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞✬❛♥❛❧②s❡s ♠✉❧t✐✲
♣❤②s✐q✉❡s ❡t✴♦✉ ❞✬❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s à é❝❤❡❧❧❡ ré❡❧❧❡ q✉✐ ❡♥❣❡♥❞r❡♥t ❞❡s ❝♦ûts ✐♠♣♦rt❛♥ts✳ ▲❡s
❡♥❥❡✉① ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❥♦✉❛♥t ✉♥ rô❧❡ ♣ré♣♦♥❞ér❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛✈✐♦♥✱ ✐❧
♣❛r❛ît ♥❛t✉r❡❧✱ ❞❛♥s ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❞✬❛❞♦♣t❡r ✉♥ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ q✉✐ ❡♥❝❛♣s✉❧❡ ❧❡s ❝♦ût❡✉s❡s
❞♦♥♥é❡s ♦❜t❡♥✉❡s à ❞❡s ✜♥s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s
❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ré❞✉✐ts s♦♥t ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ✉♥ ❜✉t ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
❛ér♦♥❛✉t✐q✉❡ ❬✶✾✕✷✷❪✱ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❬✾✱ ✷✸✕✷✾❪✳
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞r❡ss❡ ✉♥❡ ❧✐st❡ ♥♦♥✲❡①❤❛✉st✐✈❡ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝♦♥♥✉❡s ❡t ✉t✐❧✐sé❡s✳
❚♦✉t❡s ♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❡t ❞❡s ❧✐♠✐t❡s ❡t ✐❧ ♣❛r❛ît ❞✐✣❝✐❧❡✱ ✈♦✐r❡ ♠ê♠❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✱ q✉✬✉♥❡
s❡✉❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣✉✐ss❡ ♣rét❡♥❞r❡ êtr❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ à t♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❝❛s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ét❛❜❧✐r✱ q✉✬❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s à ♠♦❞é❧✐s❡r✱ ❝❡rt❛✐♥s
♠ét❛♠♦❞è❧❡s s♦♥t ♣❧✉s ❛❞❛♣tés q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st q✉✬✉♥ ✐♥❣é♥✐❡✉r ♥❡ ❝♦♥♥❛ît ♣❛s ❛
♣r✐♦r✐ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❡t ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ❡s♣❛❝❡ ♠❛❧❣ré ❝❡ ♠❛♥q✉❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳
▲❡ ❜✉t ❡st ❞♦♥❝ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts✱
s❛♥s êtr❡ ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡♠❡♥t ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs✱ ♠❛✐s s✉r ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✐✛ér❡♥ts✳ ▲❛ ♠é✲
t❤♦❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❝❡s tr❛✈❛✉① ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❡♥t✐tés ❣é♦♠étr✐q✉❡s ♥♦♠♠é❡s
s♣❧✐♥❡s ❞❡ ❜❛s❡s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠❡ ♠✐❡✉① ❝♦♥♥✉❡s s♦✉s ❧❡✉r ❛❝r♦♥②♠❡ ❛♥❣❧❛✐s ◆❯❘❇❙
✭◆♦♥✲❯♥✐❢♦r♠ ❘❛t✐♦♥❛❧ ❇❛s✐s ❙♣❧✐♥❡s✮✳ ■♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛✲
t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡t s✉r❢❛❝❡s✱ ❧❡✉r ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❡st ❡①t❡♥s✐❜❧❡ ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ❡t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❧❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❛ ré❝❡♠♠❡♥t été ♣✉❜❧✐é❡ ♣❛r
❚✉r♥❡r ❬✶❪ ❡t ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✉♥ ♠❛tér✐❛✉
❝♦♠♣♦s✐t❡ ❬✸✵❪✳ ❊❧❧❡ ♣rés❡♥t❛✐t t♦✉t❡❢♦✐s ❧✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞❡ ♥❡ ♣❛s t✐r❡r ♣❛rt✐ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
ré❣✐ss❛♥t ❧❡s ❡♥t✐tés ◆❯❘❇❙✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♥✬❛✈❛✐t ♣❛s ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s à ✜①❡r ❛ ♣r✐♦r✐✱ ✉♥
❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♦♥t été ✜①és à ❧✬❛✈❛♥❝❡ ♣❛r ❞❡s rè❣❧❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s✳ ◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
✈✐s❡ à é❧✐♠✐♥❡r ❝❡s rè❣❧❡s ❡♥ ❡①♣❧♦✐t❛♥t t♦✉s ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ré❣✐ss❛♥t ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ s❛♥s
✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛tr✐❝❡s s✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❧✬❡♥t✐té✳
▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❝❤❛✐♥❡s s❡❝t✐♦♥s✱ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
❝❧❛ssé❡s s❡❧♦♥ tr♦✐s ❝❛té❣♦r✐❡s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ✿
✶✳ ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❀
✷✳ ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❀
✸✳ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡✳
▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r✱ à ♣❛rt✐r
❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝♦♥♥✉s {Xi}✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❡♥ t♦✉s ♣♦✐♥ts ♥♦♥ ♠❡s✉rés ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ X0✳
▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❡st q✉✬❡♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t
❝♦♥♥✉ ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ré❡❧❧❡✱ ♦✉ ♠❡s✉ré❡✱ ❛❧♦rs q✉✬❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ❝♦♥♥✉ ❡st
✶✵
❛♣♣r♦❝❤é❡✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t✱ q✉❛♥t à ❡❧❧❡s✱ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✐♥✐t✐❛❧❡✳
❈❡rt❛✐♥❡s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s s♦♥t ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡s tr♦✐s ❝❛s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ t❛♥❞✐s
q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s s♦♥t s♣é❝✐✜q✉❡s à ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛r②❝❡♥tr✐q✉❡s s♦♥t ❞❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❝❛r ❡❧❧❡s ♦♥t été ❞é✜♥✐❡s ♣♦✉r ❛♣♣r♦①✐♠❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ z
❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t X0 ♥♦♥ ❝♦♥♥✉ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ❝♦♥♥✉ ét❛♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r
♠❡s✉ré❡ ❬✸✶✱✸✷❪✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❦r✐❣❡❛❣❡ ❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s à ❜❛s❡ r❛❞✐❛❧❡
s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♠❛✐s ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❡s ✉t✐❧✐s❡r ❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
♣♦✉r s✬❛❞❛♣t❡r à ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❜r✉✐té❡s ❬✾❪✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ s♦♥t s♦✉✈❡♥t
✉t✐❧✐sé❡s ❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝❛r ✐❧ ② ❛ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s q✉❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts à ❝❛❧❝✉❧❡r
❬✸✷❪✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ♦✉ ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s
à ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ s✉♣♣♦rt ❢♦♥t ♣❛rt✐❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝❛r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
♥❡ ❣❛r❛♥t✐t ♣❛s ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❬✶✶✱ ✸✸❪✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s
❙♣❧✐♥❡s ❡t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ◆❯❘❇❙ s♦♥t✱ q✉❛♥t à ❡❧❧❡s✱ ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ tr❛✐t❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡t ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❬✷❪ ♠❛✐s ♣❡✉✈❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐r❡❝t❡s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ✐s♦❣é♦♠étr✐q✉❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✸✹❪✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡
❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡✱ ❡❧❧❡s ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té
❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❡♥ ❣é♥ér❛♥t ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❡♥ ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡s ❬✸✺❪✱ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ à ✈❛r✐❛❜❧❡s sé♣❛ré❡s ♣♦✉r
❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣r♦♣r❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❬✸✻❪ ❣é♥ér❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r
✉♥ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✐♥❢ér✐❡✉r ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥❛t✉r❡❧ q✉❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣✉✐ss❡♥t
é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝♦♥♥✉❡s ❬✼❪✳
✷✳✷ ▼ét❤♦❞❡s ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡t ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
▲✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❛♥t à ❞ét❡r♠✐♥❡r✱ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ sér✐❡ st❛t✐st✐q✉❡ s✉❝✲
❝✐♥❝t❡ ❛✉① ✈❛❧❡✉rs tr♦♣ ❡s♣❛❝é❡s✱ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ ❝❛r❛❝tèr❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡
♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❛✉❝✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♥✬❛ été ❡✛❡❝t✉é❡ ✭▲❛r♦✉ss❡✮✳
❉❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬✐♥❣é♥✐❡r✐❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦♥t ♣♦✉r ❜✉t ❞✬♦❜✲
t❡♥✐r ❧❛ ✈❛❧❡✉r z(X0) ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ z(X)✱ X =
(
X(1) ✱ . . .✱ X(N)
) ∈ RN ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t X0 à ♣❛rt✐r
❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ n ✈❛❧❡✉rs ❝♦♥♥✉❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ {z(X1), ..., z(Xn)}✳ ▲❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s✲
♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❝♦♥t❡♥❛♥t X ❡st N ✳ ❖♥ ♥♦t❡ zˆ (X0) ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ✐♥t❡r♣♦❧❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r
❛✉ ♣♦✐♥t X0 ❡t ré♣♦♥❞❛♥t à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿{
zˆ (X0) = f (z(X1), ..., z(Xn)) , ∀X0 6= {X1, ...,Xn} ,
zˆ (Xi) = z (Xi) , i = 1, ..., n.
✭✷✳✶✮
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ z(X)✱ X ∈ RN ♣❡✉t êtr❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡ ♦✉ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ❡t✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s
♥♦t♦♥s M ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧✳ ▲♦rsq✉❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
z ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ z : RN → RM ✳
▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♣rès q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ zˆ(X) ♥❡
♣❛ss❡ ♣❛s ♣❛r ❧❡s ♣♦✐♥ts z(Xi)✱ i = 1, ..., n✱ ♠❛✐s à ♣r♦①✐♠✐té ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ✿
zˆ (X0) = f (z(X1), ..., z(Xn)) , ∀X0 ∈ RN ✭✷✳✷✮
✶✶
❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s
❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ zˆ ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ✉♥ é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛♣♣r♦①✐♠é❡ zˆ(Xi) ❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠❡s✉ré❡
z(Xi)✱ i = 1, ..., n✱ ❛ss❡③ ❢❛✐❜❧❡✱ ✐✳❡✳ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛ss❡③ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t à ✉♥❡ ❡rr❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛✉t♦r✐sé❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ✐❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t
♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡s t❡r♠❡s ♠ét❤♦❞❡ ❡①❛❝t❡ ❡t ♠ét❤♦❞❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣♦✉r ♣❛r❧❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡t ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳
▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r❧❛♥t✱ ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥✲
♥é❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ❡st ❞✐s❝✉t❛❜❧❡✱ ♣♦✉r ♥❡ ♣❛s ❞✐r❡ ✐♥❝♦rr❡❝t✱ ❧❡s ❡rr❡✉rs ét❛♥t ❞✉❡s à ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥
❞✉ ♠♦②❡♥ ❛②❛♥t ♣❡r♠✐s ❞✬♦❜t❡♥✐r ❝❡s ❞♦♥♥é❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠é✲
r✐q✉❡ ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✱ ❝❡s ❡rr❡✉rs s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ❊❧❧❡s
s♦♥t s②sté♠✐q✉❡s ❡t ♥♦♥ ♣❛s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✳
❈❡rt❛✐♥s ❝❤❡r❝❤❡✉rs ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❞♦♥❝ q✉❡ s❡✉❧❡s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♦♥t ❛♣♣r♦♣r✐é❡s
♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ❬✸✼❪✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❝❛s ❞✬ét✉❞❡ ♦ù
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛ ❞é♠♦♥tré s♦♥ ✉t✐❧✐té ❬✾✱ ✷✼✱ ✸✽✕✹✷❪ ♠ê♠❡ s✬✐❧
♠♦❞é❧✐s❛✐t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ré❛❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬✐♥✲
❣é♥✐❡r✐❡ s♦♥t ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐té ❡t ✉♥ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣❡✉t êtr❡
✐♥t❡r♣rété ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ré❡❧ à ❧✬ét✉❞❡✳ P❛r ❡①t❡♥✲
s✐♦♥✱ ✐❧ s✬❛❣✐t t♦✉❥♦✉rs ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ré❡❧ ❬✶❪✳ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✱
✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ré❡❧ r❡st❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ré❡❧✱
❛✉ ♠ê♠❡ t✐tr❡ q✉✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣❧✉s ♣❡rt✐♥❡♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r q✉❡❧❧❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ r❡♣rés❡♥t❡ ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❡ s②stè♠❡ ré❡❧✳
❚♦✉t❡s ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❧❛ssé❡s ❡♥ ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ✿ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡s q✉✐ ♠♦❞é❧✐s❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ z(X)✱ X ∈ RN ❝♦♠♠❡ ❧❛
ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ ✿
Z(X) = µ(X) + ε(X), X ∈ RN , ✭✷✳✸✮
♦ù µ(X) ❡st ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ E [Z(X)]✱ ε(X) ❡st ❧❛ str✉❝t✉r❡
❛❧é❛t♦✐r❡ ❞♦♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡♠♣❧♦②é❡ ❡t Z(X) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡
❞♦♥t ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st z(X) ❬✸✷✱ ✹✸✱ ✹✹❪✳
✷✳✷✳✶ ▼ét❤♦❞❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ❜❛r②❝❡♥tr✐q✉❡s
▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❜❛r②❝❡♥tr✐q✉❡ ❬✹✺❪✱ ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é❡s♠♦②❡♥♥❡s ♠♦❜✐❧❡s ❬✸✷❪
♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❑❡r♥❡❧ ❬✸✶✱✹✻❪ ❢♦♥t ♣❛rt✐❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❧❡s ♣❧✉s ✐♥t✉✐t✐✈❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ✐♥❝♦♥♥✉ X0 ❡st ♣ré❞✐t❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦♥❞éré❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs
❝♦♥♥✉❡s {z(X1), ..., z(Xn)} ✿
zˆ (X0) =
n∑
i=1
λiz (Xi) , ✭✷✳✹✮
❛✈❡❝ λi ❧❡ ♣♦✐❞s ❛✛❡❝té à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠❡s✉ré❡ z (Xi) r❡s♣❡❝t❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
n∑
i=1
λi = 1, ✭✷✳✺✮
✶✷
❛✜♥ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❣é♥ér❡r ❞❡ ❞✐st♦rs✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ré❡❧❧❡✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥s
✈❛r✐❡ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ à ❧✬❛✉tr❡ ♠❛✐s ❡❧❧❡s ❢♦♥t ♣♦✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡
‖Xi − X0‖ ❡♥tr❡ ❧❡ ♣♦✐♥t Xi ♦ù ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❝♦♥♥✉❡ ❡t ❧❡ ♣♦✐♥t X0 ❞❡ ❢❛ç♦♥ à
❛❝❝♦r❞❡r ✉♥ ♣♦✐❞s λi ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❛✉① ♣♦✐♥ts ♣r♦❝❤❡s ❞❡ X0✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❧❡ ♣❧✉s ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛
❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s {λi} ❡st ❞❡ ❢❛✐r❡ ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ✿
λi =
1
‖Xi −X0‖d∑n
j=1
1
‖Xj −X0‖d
, d > 0, ✭✷✳✻✮
❛✈❡❝ d ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ à ✜①❡r ❛ ♣r✐♦r✐✳ ■❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧✬❡✛❡t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs é❧♦✐❣♥é❡s ❞❡ X0 s✉r
s♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛✛❡❝t❡r ✉♥ ♣♦✐❞s ♥✉❧ ❛✉① ♣♦✐♥ts ❧❡s ♣❧✉s é❧♦✐❣♥és
❞❡ X0✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ s❡✉❧ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ V (X0) s♦♥t ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts λi ❡t ❧✬éq✳ ✭✷✳✻✮ ❞❡✈✐❡♥t ✿
λi =
1
‖Xi −X0‖d∑
j∈V (X0)
1
‖Xj −X0‖d
, Xi ∈ V (X0). ✭✷✳✼✮
❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ V (X0) ❞❡ ❞❡✉① ♠❛♥✐èr❡s✳ ❙♦✐t ✉♥
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t n0 ❡st ✜①é ❛ ♣r✐♦r✐ ❡t ❧✐♠✐t❡ ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ V (X0) ❛✉① n0 ♣♦✐♥ts ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s✱
❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡✱ ❞❡X0✳ ❙♦✐t ✉♥ r❛②♦♥ r0 ❡st ✜①é ❧✉✐ ❛✉ss✐ ❛ ♣r✐♦r✐ ❡t s❡✉❧ ❧❡s ♣♦✐♥ts
❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ❧✬❤②♣❡rs♣❤èr❡ ❝❡♥tré❡ ❡♥ X0 ❡t ❞❡ r❛②♦♥ r0 ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ V (X0)✳
▲❡s ré❢ér❡♥❝❡s ❬✹✼✕✹✾❪ ♦♥t ét✉❞✐é ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts t❛✉① ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉
✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❡t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❤♦✐s✐r ❥✉❞✐❝✐❡✉s❡♠❡♥t ❝❡s ❞❡✉①
♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❉❡ ♣❛rt s❛ ♥❛t✉r❡✱ ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥tsX0 ♣r♦❝❤❡s ❞❡s ❜♦r❞s ❡st ♣❧✉s ❜✐❛✐sé❡ q✉✬à
❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳ P♦✉r tr❛✐t❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❬✺✵❪ ♣❡r♠❡tt❛♥t
❛✐♥s✐ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❞❡ ❜✐❛✐s ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉
❞❡s ❜♦r♥❡s✳
❇✐❡♥ q✉✬✐♥t✉✐t✐✈❡✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st s✉rt♦✉t ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞♦♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s N ❡st ❢❛✐❜❧❡ ✭N < 3✮ t❡❧s q✉❡ ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❬✸✶❪✱ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡s ❬✺✶❪
♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s❝è♥❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❬✺✷❪✳ ▲❛ r❛✐s♦♥ ❡st s✐♠♣❧❡✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✐♥ts à ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛
❞✐st❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ♣❡✉t s✬❛✈ér❡r très ❝♦ût❡✉① ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ N ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♦✉ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ♣♦✐♥ts ♠❡s✉rés n ❛✉❣♠❡♥t❡♥t✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ V (X0)✳
✷✳✷✳✷ ▼ét❤♦❞❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡s✲
♣❛❝❡
❈❡s ♠ét❤♦❞❡s ❢♦r♠❡♥t ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛r②❝❡♥tr✐q✉❡s ❬✸✷✱ ✹✺❪ ♠❛✐s ❡❧❧❡s s❡
❞✐st✐♥❣✉❡♥t ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡s
♣♦✐❞s λi ❡t ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ V (X0)✳ ■❧ ❡①✐st❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✿
♣❛r ♣♦❧②t♦♣❡s ❡t ♣❛r s✐♠♣❧❡①❡s✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛②❛♥t été ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡
❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ✭N = 2, 3✮✱ ✐❧ ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❢réq✉❡♥t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❧❡s
✶✸
t❡r♠❡s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ♣❛r ♣♦❧②❣♦♥❡s ❡t tr✐❛♥❣❧❡s ✭N = 2✮ ♦✉ ♣♦❧②è❞r❡s ❡t tétr❛è❞r❡s ✭N = 3✮✳ ▲❡
♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♣❛r ♣♦❧②t♦♣❡s ♣♦rt❡ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥ts ♥♦♠s ❞♦♥t ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① s♦♥t ♣♦❧②❣♦♥❡s
❞❡ ❚❤✐❡ss❡♥✱ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❡t t❡ss❡❧❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ❞❡
❧✬❡s♣❛❝❡ ❡st ❞❡ ❞é✜♥✐r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❝♦♥♥✉ Xi ✉♥ ♣♦❧②t♦♣❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts
s♦♥t ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ❞❡ Xi q✉❡ ❞❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❛✉tr❡ ♣♦✐♥t Xj ✱ j 6= i✳ ▲❛ ✜❣✳ ✷✳✶ ♣rés❡♥t❡ ✉♥
❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ N = 2 ♦ù ❧❡s ♣♦❧②❣♦♥❡s ❞❡ ❚❤✐❡ss❡♥ ❡♥ tr❛✐t ♣❧❡✐♥ ♦♥t été
♦❜t❡♥✉s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ q✉✐♥③❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s✳ P❛r ♦♣♣♦s✐t✐♦♥✱ ❧❡ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ❡♥ s✐♠♣❧❡①❡s
♣❛rt✐t✐♦♥♥❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣❛r ❞❡s N ✲s✐♠♣❧❡①❡s ❞♦♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts s♦♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts ❝♦♥♥✉s Xi✳ ■❧ ❡①✐st❡
♣❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ s✐♠♣❧❡①❡ ♠❛✐s ❧❡ ♣❧✉s ❝♦♥♥✉ ❡st ❧❡
❝r✐tèr❡ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛② q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♣❛r ♣♦❧②t♦♣❡✳ ▲❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ♣❛rt❛❣❡❛♥t ✉♥
❤②♣❡r♣❧❛♥ ❞❡ ❧❡✉rs ♣♦❧②t♦♣❡s s♦♥t ❧✐és ❡t ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❛rrêt❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡✳ ▲❛ ✜❣✳ ✷✳✶ ♠♦♥tr❡ ❧❡
❞é❝♦✉♣❛❣❡ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ✭tr❛✐t ♣♦✐♥t✐❧❧é✮ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ N = 2 à ♣❛rt✐r ❞❡s
♣♦❧②❣♦♥❡s ❞❡ ❚❤✐❡ss❡♥ ✭tr❛✐t ♣❧❡✐♥✮ ❡t ❞❡ ❧❡✉rs q✉✐♥③❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s Xi ❛ss♦❝✐és✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ❞❡✉①
♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ❜❛sé❡s s✉r ❧❛ t❡ss❡❧❛t✐♦♥ ♣❛r ♣♦❧②t♦♣❡s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡s
tr❛✐t❛♥t ❞❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ N ≤ 3
❬✺✸✕✺✼❪ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❬✺✽✱✺✾❪✳ P♦✉r ✉♥ ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐ss❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r
✐♥tér❡ssé ❡st r❡♥✈♦②é ✈❡rs ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ❬✻✵❪✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣♦❧②❣♦♥❡s ❞❡ ❚❤✐❡ss❡♥ ✭tr❛✐t ♣❧❡✐♥✮ ❡t tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ✭tr❛✐t
♣♦✐♥t✐❧❧é✮
✶✹
■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❜❛sé❡s s✉r ✉♥ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞♦♥t ❧❛
♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ✈♦✐s✐♥ q✉✐ ❛✛❡❝t❡ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥tsX0 ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ✉♥
♣♦❧②t♦♣❡✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ♣♦✐♥t ❝♦♥♥✉Xi q✉✐ ❧✉✐ ❡st ❛ss♦❝✐é✳ ❊❧❧❡ ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❡✉ ✉t✐❧✐sé❡ ❡♥ r❛✐s♦♥
❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té q✉✬❡❧❧❡ ❣é♥èr❡ ❛✉① ♣♦✐♥ts ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❛✉① ❤②♣❡r♣❧❛♥s ❞❡s ♣♦❧②✲
t♦♣❡s✳ ❖♥ ❧✉✐ ♣ré❢èr❡ ❞♦♥❝ s♦✉✈❡♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♣❛r ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♥❛t✉r❡❧ ❢♦r♠❛❧✐sé❡
♣❛r ❙✐❜s♦♥ ❬✻✶✱✻✷❪ ❡t ❞♦♥t ✉♥❡ r❡✈✉❡ ré❝❡♥t❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ré❢é✲
r❡♥❝❡ ❬✻✸❪✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣♦✐❞s λi ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ V (X0) s❡ ❢❛✐t ❡♥ ❞❡✉① t❡♠♣s✳
▲✬❡s♣❛❝❡ ❡st ♣❛rt✐t✐♦♥♥é ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ❛✈❡❝ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝♦♥♥✉s {Xi ✱ i = 1, ..., n} ❡t
♥✬❛ ❡♥s✉✐t❡ ♣❧✉s ❜❡s♦✐♥ ❞✬êtr❡ r❡❝❛❧❝✉❧é❡✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣❛rt✐t✐♦♥♥é ❡♥ ✐♥❝❧✉❛♥t
❧❡ ♣♦✐♥t X0 ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❡ss❡❧❛t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧❡ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t
X0 q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❝❛❧❝✉❧❡r✳ ▲❡s ❞❡✉① ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥ts s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ✧s✉♣❡r♣♦sés✧ ❛✜♥ ❞❡ ❢❛✐r❡
❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧❡s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡ ♣♦❧②t♦♣❡ ❛ss♦❝✐é ❛✉ ♣♦✐♥t X0 ❡t ❧❡s ♣♦❧②t♦♣❡s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ♣♦✐♥ts {Xi ✱ i = 1, ..., n}✳ ▲❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ♣♦❧②t♦♣❡ ❛ss♦❝✐é à X0 ❡t ❧❡
♣♦❧②t♦♣❡ ❛ss♦❝✐é à Xi ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ λi q✉✐ ❧✉✐ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡
s✉✐✈❛♥t❡ ✿
λi =
❱♦❧ (PXi ∩ PX0)∑n
j=1 ❱♦❧
(
PXj ∩ PX0
) , ✭✷✳✽✮
♦ù ❱♦❧ (PXi ∩ PX0) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ♣♦❧②t♦♣❡ PXi ❛ss♦❝✐é ❛✉ ♣♦✐♥t
Xi ❡t ❧❡ ♣♦❧②t♦♣❡ PX0 ❛ss♦❝✐é ❛✉ ♣♦✐♥t X0✳ ❖♥ ❝♦♠♣r❡♥❞ ❞♦♥❝ q✉✬✉♥ ♣♦✐❞s ♥✉❧ ❡st ❛✛❡❝té ❛✉①
♣♦✐♥ts Xi tr♦♣ é❧♦✐❣♥és ❞❡ X0✱ ✐✳❡✳ ❞♦♥t ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ PXi ∩ PX0 ❡st ✈✐❞❡✱ s❛♥s ❛✈♦✐r à ✜①❡r
❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ V (X0)✳ ▲❛ ✜❣✳ ✷✳✷ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥
❞✐♠❡♥s✐♦♥ N = 2 ♦ù ❧❡ ♣♦❧②❣♦♥❡ ❛ss♦❝✐é ❛✉ ♣♦✐♥t X0 ✭tr❛✐t ♣♦✐♥t✐❧❧é✮ ❛ été s✉♣❡r♣♦sé ❛✉①
♣♦❧②❣♦♥❡s ❞❡ ❚❤✐❡ss❡♥ ✭tr❛✐t ♣❧❡✐♥✮ ❛✜♥ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧❡s ❛✐r❡s ai ❞❡ ❧❡✉rs ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s✳
❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r zˆ (X0) ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
zˆ (X0) =
n∑
i=1
ai∑n
j=1 aj
z (Xi) , ✭✷✳✾✮
❛✈❡❝ ai ❧✬❛✐r❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ♣♦❧②❣♦♥❡ ❛ss♦❝✐é ❛✉ ♣♦✐♥t X0 ❡t ❧❡ ♣♦❧②❣♦♥❡ ❛ss♦❝✐é ❛✉
♣♦✐♥t Xi✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♣❛r s✐♠♣❧❡①❡✱ ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ V (X0) ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ❧❡
s✐♠♣❧❡①❡ SX0 ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✐❧ s❡ tr♦✉✈❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s❡✉❧s ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝❡ s✐♠♣❧❡①❡ ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ❞❛♥s
❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥s λi ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✿
λi =
❱♦❧ (Si)∑
j∈SX0
❱♦❧ (Sj)
, ✭✷✳✶✵✮
♦ù ❱♦❧ (Si) ❡st ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ Si ❞♦♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts s♦♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts {Xj ✱
j ∈ SX0 ✱ j 6= i} ❡t ❧❡ ♣♦✐♥tX0✳ ▲❛ ✜❣✳ ✷✳✸ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥N = 2 ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥
♣❛r ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♥❛t✉r❡❧ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛②✳ ❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r zˆ (X0)
❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
zˆ (X0) =
n∑
i=1
ai∑n
j=1 aj
z (Xi) , ✭✷✳✶✶✮
✶✺
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ♣❛r ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♥❛t✉r❡❧ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ N = 2 ❛✈❡❝ ❞❡s
♣♦❧②❣♦♥❡s ❞❡ ❚❤✐❡ss❡♥
❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ♣❛r ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♥❛t✉r❡❧ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ N = 2 ❛✈❡❝ ✉♥❡
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛②
❛✈❡❝ ai ❧✬❛✐r❡ ❞✉ tr✐❛♥❣❧❡ ❞♦♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts s♦♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts {X0 ✱ Xj ✱ j 6= i}✳
❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛r②❝❡♥tr✐q✉❡s✱ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ♣❛rt✐✲
t✐♦♥♥❡♠❡♥t s♦♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❡♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡✱ ❞♦♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♠étér♦r♦❧♦❣✐q✉❡s ❬✻✹✱ ✻✺❪ ♦✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❣é♦st❛t✐st✐q✉❡s ❬✻✻✱ ✻✼❪✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♠❛❧❣ré ❧❛
s✐♠♣❧✐❝✐té ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ t❡ss❡❧❛t✐♦♥ ❝r♦ît ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛
❞✐♠❡♥s✐♦♥ N ❡t ❝❡rt❛✐♥❡s ♠ét❤♦❞❡s ✐♠♣❧✐q✉❡♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
✈❛❧❡✉r z (X0) à ✐♥t❡r♣♦❧❡r✳ ◆♦t♦♥s ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s rés✐❞❡
❞❛♥s ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ à ✜①❡r ❛ ♣r✐♦r✐ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳
✷✳✷✳✸ ▼ét❤♦❞❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ✿ ré❣r❡ss✐♦♥
▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥✱ ❛✉ss✐ ❝♦♥♥✉❡s s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ré♣♦♥s❡s✱ s✉r❢❛❝❡s ❞❡
t❡♥❞❛♥❝❡s ❬✸✷❪ ♦✉ ❘❡s♣♦♥s❡ ❙✉r❢❛❝❡ ▼♦❞❡❧s ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✱ s♦♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✐ss✉❡s ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s
✶✻
❞❡ ♣❧❛♥s ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❡t ❢✉r❡♥t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡
❝♦✉r❜❡s ✭❝✉r✈❡ ✜tt✐♥❣✮✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❝❧❛ss✐q✉❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ✿
zˆ (X) =
∑
i1+...+iN≤p
βi1,...,iN
(
x(1)
)i1 × ...× (x(N))iN , ✭✷✳✶✷✮
♦ù p ❡st ❧❡ ❞❡❣ré ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s {βi1,...,iN } s♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✉
♣♦❧②♥ô♠❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r✳ ▲❡ ❞❡❣ré p ❞♦✐t êtr❡ ✜①é ❛ ♣r✐♦r✐ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❡t ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❞ét❡r♠✐♥❡
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts à ❝❛❧❝✉❧❡r ❡t ❞♦♥❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ♣♦✐♥ts ♥é❝❡ss❛✐r❡s✳ ■❧ ❡①✐st❡
♣❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts βi1,...,iN ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠✲
❜❧❛♥❝❡ ❬✻✽✕✼✵❪ ♠❛✐s ❧❛ ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés✳ ■❧ ❡st ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❛✐sé ❞❡
♠❡ttr❡ ❧✬éq✳ ✭✷✳✶✷✮ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Z =Mβ, ✭✷✳✶✸✮
❛✈❡❝ Z ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n × 1 ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ z (Xi)✱ i = 1, ..., n✱ β ❡st ✉♥
✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ P × 1 ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts βi1,...,iN ❡t M ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n × P
❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s sér✐❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡
∏
i1+...+iN≤p
(
x(1)
)i1 × ...× (x(N))iN ❛✈❡❝
P ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts à ❝❛❧❝✉❧❡r ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
P = (p+ 1)N . ✭✷✳✶✹✮
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ♠❡s✉rés n ❡st é❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts P à ❞ét❡r♠✐♥❡r✱
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ M ❡st ❝❛rré❡ ❡t ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥
❞❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ n ❡st s✉♣ér✐❡✉r à P ❡t ✐❧ ❡st ❛❧♦rs ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✐♥✈❡rs❡r M à ❧✬❛✐❞❡
❞❡ ❧❛ ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡✳ ❈❡❝✐ r❡✈✐❡♥t à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts βi1,...,iN ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s
❝❛rrés✳ ▲❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ♦❜t❡♥✉ ♥✬✐♥t❡r♣♦❧❡r❛ ❛❧♦rs ♣❛s ❧❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ♠❛✐s ❧❡s ❛♣♣r♦①✐♠❡r❛✳
❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡✱ ❧❡ s❡✉❧ ♣❛r❛♠ètr❡ à ✜①❡r ❛ ♣r✐♦r✐ ❡st ❧❡
❞❡❣ré ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s p ♠❛✐s ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♣✐❧♦t❡ ❡♥ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛
♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡ ❞❡M✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t
O (P 3) ❬✼✶❪ ❡t ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ N ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♥✬ét❛♥t ♣❛s ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ s❡✉❧ p ♣✐❧♦t❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉
❝❛❧❝✉❧✳ ■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ s♦rt✐❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✱ ✐✳❡✳ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
z(X) ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s P ❝♦❡✣❝✐❡♥ts βi1,...,iN ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦rt✐❡✳ ◆♦t♦♥s
é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ré♣♦♥s❡ s♦♥t ❝❛♣❛❜❧❡s ❞✬❡①tr❛♣♦❧❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡s ❧✐♠✐t❡s
✜①é❡s ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❛♣t✐t✉❞❡s ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡s ❬✼✷❪✳ ■❧ ❡st r❛r❡
❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦ù p ❡st s✉♣ér✐❡✉r à ✷ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ✈❛❣✉❡❧❡tt❡ ❣é♥éré ♣❛r ❞❡s
♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣rés s✉♣ér✐❡✉rs✳ ❆ ❝❡❝✐ s✬❛❥♦✉t❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡
✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r t♦✉t ❧❡ ❝❤❛♠♣✳ ❯♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❡st q✉❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✬❡st ♣❛s ❡✣❝❛❝❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ z(X) ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t✳ ❉❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❧♦❝❛❧❡s ♦♥t
été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❬✼✸✱✼✹❪✱ ❜❛sé❡s s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s s✉r❢❛❝❡s
❞❡ ré♣♦♥s❡ ❧♦❝❛❧❡s✱ ♠❛✐s ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❡t ❧❛ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦r❝❡❛✉①
❡st ❧♦✐♥ ❞✬êtr❡ tr✐✈✐❛❧✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ♦❜t❡♥✉ ❡st ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
✉t✐❧✐sé✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ❞❡s rés✉❧t❛ts ✐♥❝♦❤ér❡♥ts ❡♥ ❝❤❛♥❣❡❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
♦✉ s♦♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳
✶✼
✷✳✷✳✹ ▼ét❤♦❞❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡s ❞❡ ❑r✐❣❡❛❣❡
❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞♦✐t s♦♥ ♥♦♠ à ❧✬✐♥❣❡♥✐❡✉r ♠✐♥✐❡r s✉❞✲❛❢r✐❝❛✐♥ ❑r✐❣❡ ❬✼✺❪ q✉✐ ❡♥ ❡st ❧❡ ♣ré❝✉r✲
s❡✉r✳ ▲❡ t❡r♠❡ ❦r✐❣❡❛❣❡ ❡t ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ s♦♥t t♦✉t❡❢♦✐s ❞✉s ❛✉ ❢r❛♥ç❛✐s ▼❛t❤❡✲
r♦♥ ❬✼✻✱✼✼❪ q✉✐ ❡♥ ❛ ❛ss✉ré ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✳ ▲❡ ❢♦♥❞❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥
❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ à
❡♥ ❛✈♦✐r t❡♥✉ ❝♦♠♣t❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ zˆ(X) ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
zˆ(X0) = a+
n∑
i=1
λiz(Xi), ✭✷✳✶✺✮
♦ù ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts a ❡t λi s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ❜✐❛✐sé❡
❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ z (X) ❡st
✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ré❣✐❡ ♣❛r ❧✬éq✳ ✭✷✳✸✮ ♦ù ε (X) ❡st ❧❛ str✉❝t✉r❡
❛❧é❛t♦✐r❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ❞✬❡s♣ér❛♥❝❡ ♥✉❧❧❡ ❡t ♣♦ssé❞❛♥t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r✳
■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦r♠❡s ❞❡ ❦r✐❣❡❛❣❡✱ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞♦♥♥é❡ à ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡
µ (X)✱ ❞♦♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ✿
• ▲❡ ❦r✐❣❡❛❣❡ s✐♠♣❧❡ ♦ù µ (X) = k ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❝♦♥♥✉❡✳
• ▲❡ ❦r✐❣❡❛❣❡ ♦r❞✐♥❛✐r❡ ♦ù µ (X) = µ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡✳
• ▲❡ ❦r✐❣❡❛❣❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧ ♦ù µ (X) = ∑j βjfj (X) ❡st ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
βj ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s fj (X) ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥✳
■♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❣é♦st❛t✐st✐q✉❡ ❬✹✹✱ ✼✽❪✱ ❧✬✐♥térêt ♣♦✉r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ ✈✉
❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡ s♣é❝✐✜q✉❡ à ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡
❉❆❈❊ ❬✽✱ ✼✾✱ ✽✵❪ ✭❉❡s✐❣♥ ❛♥❞ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r ❊①♣❡r✐♠❡♥ts✮✱ ❞♦♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❜✐❢✉rq✉❡
❧é❣èr❡♠❡♥t ❞✉ ❝❛❞r❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❬✾❪✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❜✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ✐❝✐ ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s
❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡✳
▲❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❦r✐❣❡❛❣❡✱ ♣❛ss❡ ♣❛r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❛❧é❛t♦✐r❡ ε (X)✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ Z (X) ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡
s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❈♦✈ (Z (Xi) , Z (X0)) = σ2zR (Xi,X0) , ✭✷✳✶✻✮
♦ù σ2z ❡st ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡✱ ❛♣♣❡❧é ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✱ q✉✐ ♣❡✉t s✬❛❞❛♣t❡r ❛✉① ❞♦♥♥é❡s
tr❛✐té❡s ❡t R (Xi,X0) ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡✱ ♦✉ ❙❋❈ ✭❙♣❛t✐❛❧ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❋✉♥❝t✐♦♥✮✱
❡♥tr❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts Xi ❡t X0✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❙❋❈ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✈♦♥t êtr❡
✐♥t❡r♣♦❧é❡s ❡t ✐❧ ❡♥ ❡①✐st❡ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣é♣✐t✐q✉❡✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ à
♣❛❧✐❡r✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❣❛✉ss✐❡♥ ❬✹✸✱ ✹✹❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
❞❡ ❧✬✐♥❣é♥✐❡r✐❡✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧❡ ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♦ù N = 1 ❡st ❬✶✱ ✾❪ ✿
R (Xi, X0) = e
−θ|Xi−X0|
p
, ✭✷✳✶✼✮
❛✈❡❝ θ > 0✱ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡ r❛②♦♥ ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t 0 < p ≤ 2 ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡
❧✐é❡ ❛✉ ❧✐ss❛❣❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡✱ ❞✬❛♣rès ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥✱ q✉❡ ♣❧✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts Xi ❡t X0 s♦♥t
é❧♦✐❣♥és ❧✬✉♥ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✱ ♣❧✉s ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ Xi s✉r ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ X0 ❡st ❞✐♠✐♥✉é❡✳ ▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡
θ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣❡rs♦♥♥❛❧✐s❡r ❧❛ r❛♣✐❞✐té ❛✈❡❝ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞é❝r♦✐t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡✳
✶✽
P♦✉r ❞❡ ♣❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ θ✱ ♠ê♠❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts é❧♦✐❣♥és ❝♦♥t✐♥✉❡♥t à ✐♥✢✉❡♥❝❡r ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❝❛r
✐❧s r❡st❡♥t très ❝♦rré❧és✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ♣♦✉r ❞❡s ❣r❛♥❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ θ✱ s❡✉❧s ❧❡s ♣♦✐♥ts très ♣r♦❝❤❡s
❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣ré❞✐t❡ ❛✉r♦♥t ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ p✱ ♣❧✉s s❛ ✈❛❧❡✉r ❡st é❧❡✈é❡✱
♣❧✉s ❧❛ ré♣♦♥s❡ ♦❜t❡♥✉❡ s❡r❛ ❧✐ss❡✳ ❆✈❡❝ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ R (Xi, Xi) = 1✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡
❧❡ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ♦❜t❡♥✉ ré❛❧✐s❡ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ■❧ ❡①✐st❡ t♦✉t❡❢♦✐s ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♥❡ ♣❛s ♣❛ss❡r ♣❛r ❧❡s ♣♦✐♥ts ♠❡s✉rés ❛✜♥ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❡r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❜r✉✐té❡s ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❬✾❪✳ ▲✬éq✳ ✭✷✳✶✼✮ ❡st ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♦ù N = 1✳ P♦✉r ét❡♥❞r❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ à ✉♥❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ N q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ✉♥❡ ♣r❛t✐q✉❡ ❝♦✉r❛♥t❡ ❡st ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡
❝❤❛q✉❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❈❡tt❡ rè❣❧❡✱ ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ rè❣❧❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ♦✉ ♣r♦❞✉❝t
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ r✉❧❡✱ ❡①♣r✐♠❡ ❧❛ ❙❈❋ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
R (Xi,X0) =
N∏
d=1
e−θd|X
(d)
i −X
(d)
0 |
pd , ✭✷✳✶✽✮
♦ù d r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✱ Xi✱ i = 1, ..., n✱ ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ♠❡s✉ré ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✱ X0
❡st ❧❡ ♣♦✐♥t ❛✉q✉❡❧ ♦♥ ré❛❧✐s❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✱ θd ❡st ❧❡ r❛②♦♥ ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ d✱ pd
❡st ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❧✐ss❛❣❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ d ❡t X(d)i ❡st ❧❛ d✲✐è♠❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞✉ ♣♦✐♥t Xi✳
◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ✉♥❡ ❙❈❋ ❞✐✛ér❡♥t❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ d ❞❡
❧✬❡s♣❛❝❡✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ θd ❡t ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ pd ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ d = 1, ..., N ✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡rt❛✐♥s ❛✉t❡✉rs s✉❣❣èr❡♥t q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s❡✉❧ ❝♦✉♣❧❡
❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ θ ❡t p ❞♦♥♥❡ ❞é❥à ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts✳
▲❡s ❙❈❋ ét❛♥t ❞é✜♥✐❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t X0 ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧❛
r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
zˆ(X0) = f
T
X0
β + rTX0R
−1 (z− Fβ) , ✭✷✳✶✾✮
♦ù β ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✿
β =
(
FTR−1F
)−1
FTR−1z ✭✷✳✷✵✮
❛✈❡❝ fXi ❧❡ ✈❡❝t❡✉r k × 1 ❞❡s t❡r♠❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉① ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ t❡❧ q✉❡ ✿
fXi =
(
f1(Xi) · · · fk(Xi)
)T
, ✭✷✳✷✶✮
βj ❧❡s ♣♦✐❞s ❛ss♦❝✐és ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s fj(X) r❡❣r♦✉♣és ❞❛♥s ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ k × 1 ✿
β =
(
β1 · · · βk
)T
. ✭✷✳✷✷✮
❡t F ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ n× k ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s t❡r♠❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉① ❞❡s n ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✐♥ts ♠❡s✉rés ✿
F =

f
T
X1
✳✳✳
fT
Xn

 . ✭✷✳✷✸✮
▲❡ ✈❡❝t❡✉r z ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n× 1 r❡❣r♦✉♣❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ Z(Xi)✱ i = 1, ..., n✱
z =
(
z(X1) · · · z(Xn)
)T
, ✭✷✳✷✹✮
✶✾
t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r rX0 ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n × 1 ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s ❡♥tr❡ ❧❡
♣♦✐♥t X0 ❡t ❧❡s ♣♦✐♥ts ♠❡s✉rés Xi✱ i = 1, ..., n✱
rX0 =
(
R(X1,X0) · · · R(Xn,X0)
)T
, ✭✷✳✷✺✮
❡t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝❛rré R ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s ❞♦♥t ❧❛ ❧✐❣♥❡ i ❡t
❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ j ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛ ❙❈❋ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts Xi ❡t Xj ✱
R =

R (X1,X1) · · · R (X1,Xn)✳✳✳ ✳ ✳ ✳ ✳✳✳
R (Xn,X1) · · · R (Xn,Xn)

 . ✭✷✳✷✻✮
❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ét✉❞❡s✱ ❞♦♥t ❬✾❪✱ ♦♥t s✉❣❣éré q✉❡ ❧❡ ❦r✐❣❡❛❣❡ ♦r❞✐♥❛✐r❡ ét❛✐t s✉✣s❛♥t ❞❛♥s
✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛s ❡t s✐♠♣❧✐✜❡ ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❧✬éq✳ ✭✷✳✶✾✮ ♣✉✐sq✉❡ fX = 1 ❡t F = 1 ♦ù 1 ❡st
✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n× 1 ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❞❡s 1✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧✬éq✳ ✭✷✳✶✾✮ ❞❡✈✐❡♥t ✿
zˆ(X0) = β + r
T
X0
R−1 (z− 1β) , ✭✷✳✷✼✮
❛✈❡❝
β =
(
1TR−11
)−1
1TR−1z ✭✷✳✷✽✮
♦ù β ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ t❡r♠❡ ❝♦♥st❛♥t✳
❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s θd ❡t pd ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ ♣❛r ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ✿ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡
✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♦✉ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♦♣t✐♠❛✉①
♣❛r ❧✬✉♥❡ ♦✉ ❧✬❛✉tr❡ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡st ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ♣❛r ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ R q✉✐ ♣❡✉t
❞❡✈❡♥✐r très ✐♠♣♦rt❛♥t ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s n ❛✉❣♠❡♥t❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ R ❡st s❡♥s✐❜❧❡ à
❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❞❡s ♣♦✐♥ts tr♦♣ ♣r♦❝❤❡s ♣❡✉✈❡♥t ❡♥❣❡♥❞r❡r ❞❡s s✐♥❣✉❧❛r✐tés ❡t ❧❛
r❡♥❞r❡ ♥♦♥✲✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❬✾❪✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛tr✐❝❡s s♦♥t ❢❛✐t❡s✱
❝♦♠♠❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ✜①❡r ∀d✱ pd = 2 ❡t ∀d✱ θd = θ✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡✱ s❡✉❧❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡
θ ❡st à ❞ét❡r♠✐♥❡r✳ ❊♥✜♥✱ ♠ê♠❡ s✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡①tr❛♣♦❧❡r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❛✈❡❝ ❧❡ ❦r✐❣❡❛❣❡✱ ❧❡
❝♦♥s❡♥s✉s ❣é♥ér❛❧ ❡st ❞✬é✈✐t❡r ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❡r ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧à✱ ❧✬❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ét❛♥t très s❡♥s✐❜❧❡ à ❧❛
❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ t❡♥❞❛♥❝❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ✭❦r✐❣❡❛❣❡ s✐♠♣❧❡✱ ♦r❞✐♥❛✐r❡✱ ♦✉ ✉♥✐✈❡rs❡❧✮ ✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬❡✛❡t ❡st
s♦✉✈❡♥t ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❡♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳
✷✳✷✳✺ ▼ét❤♦❞❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s à ❜❛s❡ r❛❞✐❛❧❡
❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ❜❛s❡ r❛❞✐❛❧❡✱ ♦✉ ❘❇❋ ♣♦✉r ❘❛❞✐❛❧ ❇❛s✐s ❋✉♥❝t✐♦♥✱ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ φ à ✈❛❧❡✉rs
ré❡❧❧❡s q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ri = ‖X0−Xi‖ ❞✉ ♣♦✐♥t ❝♦♥s✐❞éré X0 ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥
❛✉tr❡ ♣♦✐♥t Xi✱ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ φ(ri) = φ(‖X0−Xi‖)✳ ▲❛ ♥♦r♠❡ ❡♠♣❧♦②é❡ ❡st s♦✉✈❡♥t ❧❛ ♥♦r♠❡
❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ♠❛✐s ❞✬❛✉tr❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ s♦♥t ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡s✳ ▲❡s ♠ét❛♠♦❞è❧❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡
t❡❧❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❢♦♥t ♣❛rt✐❡ ❞❡s ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥s st♦❝❤❛st✐q✉❡s ❡t s♦♥t ✐♥t✐♠❡♠❡♥t ❧✐és ❛✉ ❦r✐❣❡❛❣❡ ❡t
❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❜❛sés s✉r ❧❡s s♣❧✐♥❡s✳ ▲❛ ré❢ér❡♥❝❡ ❬✽✶❪ ✉t✐❧✐s❡ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❞❡s ♠ét❛♠♦❞è❧❡s ❜❛sés s✉r
❧❡s ❘❇❋ ❡t s✉r ❧❡ ❦r✐❣❡❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛ér♦❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❞✬♦❜t❡♥✐r
❧❛ ✈❛❧❡✉r zˆ(X0) à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♥♦♥ ♣❛s ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♠❡s✉ré❡s✱ ♠❛✐s ❞❡s ❘❇❋s
❞❡ ❝❡s ♣♦✐♥ts ✿
zˆ(X0) =
n∑
i=1
ωiφ (ri) , ✭✷✳✷✾✮
✷✵
♦ù ωi ❡st ❧❡ ♣♦✐❞s ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❘❇❋ ❞✉ i✲è♠❡ ♣♦✐♥t ♠❡s✉ré φ (ri) ❛✈❡❝ ri = ‖Xi − X0‖✳ ▲❡s
❘❇❋s ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦r♠❡s ❞♦♥t ❧❡s ♣❧✉s ❝♦✉r❛♥t❡s s♦♥t ré♣❡rt♦r✐é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉
✷✳✶ ❬✽✷✕✽✺❪✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r✱ ❞✬❛♣rès ❝❡❧✉✐✲❝✐✱ q✉✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ c✱ r❡❧❛t✐❢ à ✉♥ r❛②♦♥
❞✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✱ ❞♦✐t êtr❡ ✜①é ❛✜♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❧❛ ❘❇❋✳ ▲❛ ré❢ér❡♥❝❡ ❬✽✻❪
♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡✳
◆❛♠❡ φ(r)
●❛✉ss✐❡♥♥❡ φ(r) = e
r2
c2 , c > 0
▼✉❧t✐q✉❛❞r❛t✐q✉❡ φ(r) =
√
r2 + c2, c ≥ 0
◗✉❛❞r❛t✐q✉❡ ✐♥✈❡rs❡ φ(r) = 1
r2+c2
, c > 0
▼✉❧t✐q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ✐♥✈❡rs❡ φ(r) =
1√
r2 + c2
, c > 0
❙♣❧✐♥❡ ♣♦❧②❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ✭p ✐♠♣❛✐r✮ φ(r) = rp
❙♣❧✐♥❡ ♣♦❧②❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ✭p ♣❛✐r✮ φ(r) = rp ln(r)
❙♣❧✐♥❡ ❞❡ t②♣❡ ♣❧❛q✉❡ ♠✐♥❝❡ φ(r) = r2 ln(r)
❚❛❜❧❡❛✉ ✷✳✶ ✕ ❊①❡♠♣❧❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ❘❇❋
▲❛ ❘❇❋ ét❛♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ωi s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬✐♥t❡r♣♦✲
❧❛t✐♦♥✱
zˆ(Xi) = z(Xi), i = 1, ..., n, ✭✷✳✸✵✮
q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♠✐s❡s s♦✉s ❢♦r♠❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡✱
Aω = z, ✭✷✳✸✶✮
❛✈❡❝ ω = (ω1 · · · ωn)T ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ωi✱ i = 1, ..., n✱ z = (z(X1) · · ·
z(Xn))
T ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ Z(X) ❡t A ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
s②♠étr✐q✉❡ ❞♦♥t ❧❛ i✲è♠❡ ❧✐❣♥❡ ❡t j✲è♠❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❘❇❋ φ(‖Xi −Xj‖)✱
A =

φ(‖X1 −X1‖) · · · φ(‖X1 −Xn‖)✳✳✳ ✳ ✳ ✳ ✳✳✳
φ(‖Xn −X1‖) · · · φ(‖Xn −Xn‖)

 ✭✷✳✸✷✮
▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ♣♦✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st q✉✬✐❧ ❡st r❛r❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡
❝♦♥♥❛îtr❡✱ à ❧✬❛✈❛♥❝❡✱ q✉❡❧❧❡ ❘❇❋ ✉t✐❧✐s❡r ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❧❡ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ❡t✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉
❦r✐❣❡❛❣❡✱ ✉♥ tr♦♣ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ♣❡✉t ❡♥❣❡♥❞r❡r ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❞❛♥s ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❘❇❋s ❛②❛♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t r❛❞✐❛❧ s②♠étr✐q✉❡✱ ❧❡ ♠ét❛♠♦❞è❧❡
q✉✬❡❧❧❡ ❣é♥èr❡ ♥✬❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❛s ❛❞❛♣té ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡s ❬✶❪✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ♣✉✐sq✉❡ t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts ♠❡s✉rés ✐♠♣❛❝t❡♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❘❇❋✱ s♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r
❧❡ ❦r✐❣❡❛❣❡✱ ♥✬❡st ♣❛s ❧♦❝❛❧ ❡t ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♣♦✐♥ts ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡
r❡❝❛❧❝✉❧❡r t♦✉t ❧❡ ♠♦❞è❧❡✳ ▼ê♠❡ s✐✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧❡ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ❣é♥éré ré❛❧✐s❡ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥
❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝ré❡r ✉♥ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ❘❇❋ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❞✬✉♥
✷✶
♣❛r❛♠ètr❡ ❞♦♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧✬❡✛❡t ♣é♣✐t❡ ♣♦✉r ❧❡ ❦r✐❣❡❛❣❡✳ ▲✬éq✳ ✭✷✳✷✾✮ ❞❡✈✐❡♥t
❛❧♦rs ✿
zˆ(X0) = (1− c0)
n∑
i=1
ωiφ (‖Xi −X0‖) , ✭✷✳✸✸✮
♦ù✱ ♣♦✉r ❞❡s ❢❛✐❜❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ♣é♣✐t❡ ✭c0 ≤ 0.001✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ❘❇❋
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳
❯♥❡ ré❝❡♥t❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❘❇❋s ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ▼✉❧❧✉r ❬✽✼✱✽✽❪ s♦✉s ❧✬❛❝r♦♥②♠❡ ❊✲❘❇❋
♣♦✉r ❊①t❡♥❞❡❞ ❘❛❞✐❛❧ ❇❛s✐s ❋✉♥❝t✐♦♥✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞✬❛❥♦✉t❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ❛✜♥
❞✬❛ss✉r❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❝♦♠♠❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡①✐té ❞❛♥s ❞❡s ❝❛s ♦ù ❧✬♦♥ s❛✐t q✉❡
❝❡s ♣r♦♣r✐étés ❡①✐st❡♥t ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❈❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡✱ à ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t r❛❞✐❛❧ ♦✉ ♥♦♥✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ♥✬❡♥ ✉t✐❧✐s❡r q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡✳
❙✉r ❧❡s ❝❛s ét✉❞✐és✱ ▼✉❧❧✉r ❛ ❝♦♥❝❧✉ q✉❡ ❧❡s ❊✲❘❇❋s ét❛✐❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ❛✉ss✐ ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡s✱ ✈♦✐r❡
♠❡✐❧❧❡✉r❡s q✉❡ ❧❡s s✐♠♣❧❡s ❘❇❋s✳ ▲✬✐❞é❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ ♠ét❛♠♦✲
❞è❧❡ ❞❡s ❊✲❘❇❋s ❢❛✐t ❧❡ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s
q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✳
✷✳✷✳✻ ❘és❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s
▲❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s s♦♥t ❞❡s ♠ét❛♠♦❞è❧❡s ❜✐♦✲✐♥s♣✐rés ❞✉ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉
❝❡r✈❡❛✉✳ ■❧s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ♣rét❡♥❞r❡ é❣❛❧❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡✱
❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛r❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ♠❛îtr✐s♦♥s ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ♥❡✉r♦♥❡s
❤✉♠❛✐♥s ❡t ❞❡ ❧❡✉rs ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡st ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡
ré❞✉✐t ❞♦♥t ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❡t ❞✬✐♥t❡r❝♦♥♥❡①✐♦♥s s❡r❛✐❡♥t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s à ❝❡✉① ❞✬✉♥ ❝❡r✲
✈❡❛✉ ❤✉♠❛✐♥ ❬✶✶✱ ✸✸❪✳ ❯♥ rés❡❛✉ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ❞✬❡♥tré❡✱ ❢♦r♠é❡ ♣❛r ❧❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ X✱ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ✜♥❛❧❡ q✉✐ ❝♦♠♣♦s❡ ❧❡s s♦rt✐❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡
❡t ❞❡ nl ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦✉❝❤❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ✭nl ≥ 0✮✳ ❈❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s ❡st à s♦♥ t♦✉r ❝♦♠♣♦✲
sé❡ ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♥t ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡s ❡♥tré❡s ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡✱
❡❧❧❡ ❝♦♠♣t❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t N ♥❡✉r♦♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① N ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ X t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛
❞❡r♥✐èr❡ ♣♦ssè❞❡ M ♥❡✉r♦♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① M ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s z(j)(X)✱ j = 1, ...,M ✱ ❞❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ z(X)✳ ▲❛ ✜❣✳ ✷✳✹ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ rés❡❛✉ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧ ❝♦♥t❡✲
♥❛♥t ❞❡✉① ❝♦✉❝❤❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ❞❡ nc1 ❡t nc2 ♥❡✉r♦♥❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♠ê♠❡ s✬✐❧
❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ♣❧✉s✐❡✉rs s♦rt✐❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ♣❛r rés❡❛✉ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts
s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♠♦✐♥s ❜♦♥s q✉✬❛✈❡❝ ✉♥ rés❡❛✉ ❞✐✛ér❡♥t ♣❛r s♦rt✐❡✳
▲❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s s♦♥t ❝♦♠♣♦sés ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ✜①é❡s ❛ ♣r✐♦r✐ ♣❛r ❧✬✉t✐✲
❧✐s❛t❡✉r ❡t ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♣♦✐❞s à ❝❛❧❝✉❧❡r ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✳ ✷✳✺✳ ■❧s s♦♥t
♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ♠ét❛♠♦❞è❧❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❘❇❋✱
✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❣râ❝❡ à ✉♥ rés❡❛✉✱ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥s
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❬✽✾❪✳ ■❧ ♥✬❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛②❛♥t
✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t r❛❞✐❛❧✳ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ♣❛ss❡ ♣❛r tr♦✐s ét❛♣❡s ✿ ❧❛
sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s à ✐♥❝❧✉r❡✱ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❡t ❧✬❡♥tr❛✐♥❡♠❡♥t✱ ♦✉ ❧✬❛♣♣r❡♥✲
t✐ss❛❣❡✱ ❞✉ rés❡❛✉ ❛✜♥ ❞✬ét❛❜❧✐r ❧❡s ♣♦✐❞s ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ✐♥t❡r❝♦♥♥❡①✐♦♥s✳ ❆✉❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s tr♦✐s
tâ❝❤❡s ♥✬❡st tr✐✈✐❛❧❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡♥ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡✱ ❧❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés
❞✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♣♦✉r ❞✐s♣♦s❡r ❧❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❝r♦✐❡♥t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t✳ ▼❛✐s ♠ê♠❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❢❛✐❜❧❡
✷✷

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ rés❡❛✉ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t k ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡t 1 ❝♦✉❝❤❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡
très ❝♦♠♣❧✐q✉é✱ ✈♦✐r❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✱ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♠ét❛♠♦❞è❧❡s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❧♦rsq✉❡ ❧❛
❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ rés❡❛✉ ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ♣❛r ♠❛♥q✉❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ❉❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s s♦♥t s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❛✐s ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡st
❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♥♦♥✲✉♥✐q✉❡ ❡t ❛❞❛♣té❡ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❢♦✉r♥✐❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ♥❡ ♣❛s êtr❡ ❛❞éq✉❛t❡ ♣♦✉r
❡♥tr❛✐♥❡r ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❧❡ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ❬✾✵❪✳ P♦✉r t♦✉t❡s ❝❡s r❛✐s♦♥s✱ ❞é✜♥✐r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡✱
♦♣t✐♠✐s❡r ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❡t ❧✬❡♥tr❛✐♥❡r ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ✉♥ t❡♠♣s ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡ q✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s♦✐❡♥t ❛❞éq✉❛t❡s✱ q✉❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♥♦♥✲
❧✐♥é❛✐r❡ ❛❜♦✉t✐ss❡ à ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♦✉ q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧é❡ s❡r❛ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❬✶❪✳
❙✬❛❥♦✉t❡ à ❝❡❧❛ ✉♥❡ t❡♥❞❛♥❝❡ à ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♠ét❛♠♦❞è❧❡s s♦✉✛r❛♥t ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞✬♦✈❡r✲✜tt✐♥❣✳
❈❡❝✐ ❛rr✐✈❡ ❧♦rsq✉❡ ✉♥ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ r❡♣rés❡♥t❡ ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s q✉✐ ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ❧✬♦❜t❡♥✐r
♠❛✐s ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ très ♠❛✉✈❛✐s❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥❡ s❡♠❜❧❡ ♣❛s tr❛✐té
❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❝❛r ❧❡s ♣❛rt✐s❛♥s ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ♥✬❛♣♣ré❝✐❡♥t ♣❛s ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡t
♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t é❧✉❞❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❬✾✺❪✳
▼❛❧❣ré ❝❡s ❞é❢❛✉ts✱ ✐❧ s❡r❛✐t ♠❛❧ ✈❡♥✉ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ♥✬♦♥t ♣❛s ❧❡✉r
♣❧❛❝❡ ♣❛r♠✐ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡❧❧❡s s♦♥t✱ à ❧✬❤❡✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡✱ ❧❡s s❡✉❧❡s
♠ét❤♦❞❡s à ♣♦✉✈♦✐r tr❛✐t❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❛②❛♥t ❞❡s ♠✐❧❧✐❡rs ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❡♥tré❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛
♥é❝❡ss✐té ❞❡ ❝♦♠♣ét❡♥❝❡s s♣é❝✐✜q✉❡s ❛✉① rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ♣♦✉r êtr❡ ✐♠♣❧é♠❡♥tés ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t
❡♥ ❢❛✐t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡✉ ✈❡rs❛t✐❧❡ ❡t ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ♣❛r ✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♥♦♥✲✐♥✐t✐é✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r
s♦✉❤❛✐t❛♥t ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐r ❧❡ s✉❥❡t ❡st r❡♥✈♦②é ✈❡rs ❧❡s ré❢ér❡♥❝❡s ❬✶✶✱✾✵✱✾✻✱✾✼❪✳
✷✳✷✳✼ ❱❡❝t♦r ❙✉♣♣♦rt ▼❛❝❤✐♥❡
▲❡s sé♣❛r❛t❡✉rs à ✈❛st❡ ♠❛r❣❡✱ ♦✉ ❱❡❝t♦r ❙✉♣♣♦rt ▼❛❝❤✐♥❡s✱ s♦♥t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♣♣r❡♥✲
t✐ss❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣és ♣♦✉r ❧❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ❧❛ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❜✐♥❛✐r❡✱
♣❛r ❱❛♣♥✐❦ ❬✾✽❪✳ ■❧s ♦♥t ❡♥s✉✐t❡ été ❣é♥ér❛❧✐sés ❛✉ ❝❛s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡s ❡t s♦♥t ❜❛sés s✉r
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥♦②❛✉ ♣❡r♠❡tt❛♥t ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥✲
✷✹
tré❡s ✈❡rs ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ✭❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡✮ ❞❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ▲✬✐❞é❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❡st
❞❡ r❛♠❡♥❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ ❤②♣❡r♣❧❛♥ ❞❡
♠❛r❣❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❈❡❧❛ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✱ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡✱ q✉✐
♠❛①✐♠✐s❡ ❧✬é❝❛rt ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥tr❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡t ❧❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❬✾✾❪✳
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✱ ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉❡✱ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡
r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ♣❛r ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❬✶✵✵❪✳ ❊♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥♦②❛✉✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♠ét❛♠♦❞è❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❛✉① ❘❇❋s✱
❛✉① s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ré♣♦♥s❡s ♦✉ à ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s à tr♦✐s ❝♦✉❝❤❡s ❬✶✵✵❪✳
▲❡s ❱❙▼s s♦♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡✣❝❛❝❡s ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❝❛r ✉♥❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ N ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ♥✬✐♠♣❧✐q✉❡ ♣❛s q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ s♦✐t ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳
❊♥ ❢❛✐t✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ♣❧✉s ♣é♥❛❧✐sé ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs
s✉♣♣♦rts ♣♦t❡♥t✐❡❧s✱ q✉❡ ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❡♥tré❡s ❬✶✵✶❪✳ ▼❛❧❣ré ❧❡✉r ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s
❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s t❡❧s q✉❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❬✶✵✷✕✶✵✺❪ ❡t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥
❞❡ t❡①t❡ ❬✶✵✻❪✱ ❧❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❢❛❝✐❛❧❡ ❬✶✵✼❪✱ ❧❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ ❬✶✵✽❪✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡
❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❬✶✵✵❪✱ ❧❡s ❛♥❛❧②s❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❬✾✾✱ ✶✵✾❪ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡
❞♦♥♥é❡s ❛ér♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ❬✶✶✵❪✱ ❧❡s ❙❱▼s ♥✬♦♥t ♣❛s ❞é♠♦♥tré ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té à s✉r♣❛ss❡r ❧❡s ❛✉tr❡s
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡①✐st❛♥t❡s ♦✉ à rés♦✉❞r❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥s♦❧✈❛❜❧❡s ❛✉♣❛r❛✈❛♥t ❬✶✵✵❪✳
▲❡✉r ✐♥térêt ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s✱ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r tr❛✐t❡r ❞❡s ♣r♦✲
❜❧è♠❡s ❛②❛♥t ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❡♥tré❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s à ✜①❡r ❛ ♣r✐♦r✐
♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r r❡q✉✐èr❡♥t ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r êtr❡ ✐♠♣❧é♠❡♥té❡ ❝♦r✲
r❡❝t❡♠❡♥t✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st ❜✐❡♥ ♠♦✐♥s ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡
♥❡✉r♦♥❡s✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ré❢ér❡♥❝❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ❡①✐st❡♥t ❡t ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ✐♥tér❡ssé ♣❛r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st
r❡♥✈♦②é ✈❡rs ❧❡s ré❢ér❡♥❝❡s ❬✶✶✶✕✶✶✹❪✳
✷✳✷✳✽ ▼ét❤♦❞❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s s♣❧✐♥❡s
❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ ✐♥t❡r♣♦❧❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦✐♥t à ♣♦✐♥t✱ ❧✬✐❞é❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡rr✐èr❡
❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦✉ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r s♣❧✐♥❡s ❡st ❞✬❛❥✉st❡r ✉♥❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ♣❛ss❛♥t ♣❛r ♦✉
♣r♦❝❤❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s Xi✳ ❈❡tt❡ s✉r❢❛❝❡ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ♣r♦♣r✐été ❞✬êtr❡ ❧❛ ♣❧✉s ❧✐ss❡
♣♦ss✐❜❧❡ ❡t ♦♥ ❧❡s r❡tr♦✉✈❡ s♦✉✈❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ s♣❧✐♥❡s ❞❡ ❧✐ss❛❣❡✳ ❈❡s ❞❡✉①
❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦♥t ré✉♥✐❡s ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ E(zˆ) ✿
E (zˆ) =
n∑
i=1
[z(Xi)− zˆ(Xi)]2 + ρI(zˆ), ✭✷✳✸✹✮
❛✈❡❝ ρ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❧✐ss❛❣❡ ✜①é ❛ ♣r✐♦r✐ ❡t I(zˆ) ❧❛ s❡♠✐✲♥♦r♠❡ ❞❡ ❧✐ss❛❣❡✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❞❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❬✶✶✺❪ ✿
zˆ(X) = T (X) +
n∑
i=1
λiR(X,Xi), ✭✷✳✸✺✮
♦ù T (X) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❞✐t❡ ❞❡ t❡♥❞❛♥❝❡ ❞♦♥t ❧❡s ❝♦❡✛❝✐❡♥ts s♦♥t à ❞é✜♥✐r✱
R(X,Xi) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ❞♦♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ I(zˆ) ❡t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥t λi
s♦♥t à ❞é✜♥✐r✳ ▲✬✉♥❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s ❧❡s ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡s ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡s s♣❧✐♥❡s ❞❡ t②♣❡ ♣❧❛q✉❡ ♠✐♥❝❡ ❬✶✶✻❪
✷✺
♣❧✉s ❝♦♥♥✉❡s s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❛♥❣❧❛✐s t❤✐♥ ♣❧❛t❡ s♣❧✐♥❡s ❬✶✶✼❪✳ ■♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
N = 2✱ ❡❧❧❡s s♦♥t ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s♣❧✐♥❡s ❝✉❜✐q✉❡s ❞❡ ❧✐ss❛❣❡ ❡t ❞♦♥♥❡♥t à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❜❛s❡ R(X,Xi) ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ✢❡①✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ♠✐♥❝❡ ✿
R(X,Xi) =
∫ ∫ [(
∂2zˆ
∂x2
)2
+ 2
(
∂2zˆ
∂x∂y
)2
+
(
∂2zˆ
∂y2
)2]
dxdy. ✭✷✳✸✻✮
❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡t ✐♠✐t❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ tô❧❡ ❞✬❛❝✐❡r
❢♦r❝é❡ ❞❡ ♣❛ss❡r ♣❛r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s Xi✳ ▼ê♠❡ s✐ ❝❡ ❝♦♥❝❡♣t ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
N = 2✱ ✐❧ ❡st t♦✉t à ❢❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❬✶✶✽✕✶✷✵❪✳ ■❧ ♣rés❡♥t❡
t♦✉t❡❢♦✐s ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ r✐❣✐❞✐té ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ❣é♥èr❡ ❞❡s ❞é♣❛ss❡♠❡♥ts ❞❛♥s
❧❡s ré❣✐♦♥s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ❢♦rts ❣r❛❞✐❡♥ts✳ ■❧ ❡st t♦✉t❡❢♦✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❝❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s s♣❧✐♥❡s ❞❡ t②♣❡ ♣❧❛q✉❡ ♠✐♥❝❡ ❛✈❡❝ t❡♥s✐♦♥ ❬✶✷✶✕✶✷✸❪✳ ❈❡❧❛ ❛ ♣♦✉r ❡✛❡t
❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡✱ ♣❛ss❛♥t ❞✬✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ r✐❣✐❞❡ à ✉♥❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ é❧❛st✐q✉❡✳
❉❡ ♣❛rt s♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ✐♥✐t✐❛❧✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ét♦♥♥❛♥t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝❛s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ t❡❧s q✉❡ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♠été♦r♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❡
♣ré❝✐♣✐t❛t✐♦♥s ❬✶✷✹✕✶✷✼❪ ♦✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s✐s♠✐q✉❡s ❬✶✷✽❪✳
▲✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ♥✬❡①♣❧♦✐t❡ ♣❛s ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡s s♣❧✐♥❡s ♠ê♠❡
s✐ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣és ❡♥ s❡ s❡r✈❛♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧é①✐té
❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❬✶✷✾❪✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❧♦❝❛❧❡s ❞❡s s♣❧✐♥❡s ❞♦♥t
❧❛ ♣❧✉s ❝♦♥♥✉❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❧❡ ♣❤②s✐❝✐❡♥ ❡t st❛t✐st✐❝✐❡♥ ❏❡r♦♠❡ ❋r✐❡❞♠❛♥ ❬✶✸✵✱ ✶✸✶❪
❡t ♣♦rt❛♥t ❧❡ ♥♦♠ ▼❆❘❙ ♣♦✉r ▼✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ❙♣❧✐♥❡s✳ ❊❧❧❡ ❛ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ été
❝♦♠♠❡r❝✐❛❧✐sé❡ ♣❛r ❙❛❧❢♦r❞ ❙②st❡♠s ❡t ❛ ❜é♥é✜❝✐é ❞✬✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♣♦♣✉❧❛r✐té ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s
st❛t✐st✐q✉❡s ❬✶✸✷✕✶✸✻❪ ♠❛✐s ♥✬❛ ♣❛s ❡♥❝♦r❡ tr♦✉✈é s❛ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬✐♥❣é♥✐❡r✐❡✳ ❈❡tt❡
♠ét❤♦❞❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ❋r✐❡❞♠❛♥ ❡t ❝ré❡ ❡♥s✉✐t❡
✉♥ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ❧♦❝❛❧ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ré❣✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞❡ s♣❧✐♥❡s ❝✉❜✐q✉❡s ♦✉ ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ▲❛ ❢♦r❝❡ ❞❡
❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✬❡st ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s s♣❧✐♥❡s ♠❛✐s ❜❡❧ ❡t ❜✐❡♥ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é❝♦✉♣❛❣❡
❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✳ ❈❡ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ♣❡✉t s✬❛✈ér❡r ♣❡rt✐♥❡♥t ❡♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t✱ ♣❛r ✉♥❡ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s
très s✐♠♣❧❡s✱ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s
s♣❧✐♥❡s ❝✉❜✐q✉❡s ❞♦✐t êtr❡ ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❛❞éq✉❛t❡ ♣♦✉r é✈✐t❡r ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s
❜♦✉❝❧❡s✱ ❧❡s ♣❧✐s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés s✐ ❞❡s ré❣✐♦♥s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s ♥❡ ♣❛rt❛❣❡♥t ♣❛s ❧❡✉rs
❝♦✐♥s ❬✷❪✳ ❘❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡s s♣❧✐♥❡s ❝✉❜✐q✉❡s ♣❛r ❞❡s ❧✐♥é❛✐r❡s é✈✐t❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❛✐s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣❡✉t ❛✉❣♠❡♥t❡r é♥♦r♠é♠❡♥t✳
✷✳✷✳✾ ▼ét❛♠♦❞è❧❡s ❜❛sés s✉r ❧❡s ❇✲s♣❧✐♥❡s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠❡s
▲❡s ❇✲s♣❧✐♥❡s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠❡s✱ ♦✉ ◆❯❘❇❙ ✭◆♦♥✲❯♥✐❢♦r♠ ❘❛t✐♦♥❛❧ ❇❛s✐s ❙♣❧✐♥❡s✮✱
s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❛ss✐sté❡ ♣❛r ♦r❞✐♥❛t❡✉r ✭❈❆❖✮ ♣♦✉r
❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡t s✉r❢❛❝❡s✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝♦♥♥✉❡s ♣♦✉r êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡
r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❤❛✉t❡♠❡♥t ♥♦♥✲❝♦♥✈❡①❡s✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❧❡✉r
✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ N ≤ 2 ♠❛✐s ♣❡✉ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ♦♥t été ❢❛✐ts ♣♦✉r ❧❡s ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❛✉
❝❛s ❞❡s ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ❡t✱ ❛✈❛♥t ❧❡s tr❛✈❛✉① ♣r♦♣♦sé❡s ♣❛r ❚✉r♥❡r ❬✶❪✱ ♦♥ ♥❡ tr♦✉✈❡ ♣❛s ❞✬❡①❡♠♣❧❡
s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❞❡ ❧❡✉r ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡✳
▲❡ ❝÷✉r ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ét❛♥t ❜❛sé s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ◆❯❘❇❙✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s
✐❝✐ ✉♥❡ très ❜rè✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ❢♦r♠❛❧✐s♠❡✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ét❛♥t ❞ét❛✐❧❧é ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▲❡s ◆❯❘❇❙
✷✻
s♦♥t ❞❡s ❡♥t✐tés ❣é♦♠étr✐q✉❡s ♣❛r❛♠étré❡s ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ N ✈❡rs ✉♥ ❡s♣❛❝❡
❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ M ✳ ▲❡s ❝❛s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❧❡s ♣❧✉s ❝♦✉r❛♥ts ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ s♦♥t ré♣❡rt♦r✐és ❞❛♥s
❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✷✳✷✳ ▲❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ N ❡t M q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❛✉
❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▲❡s ◆❯❘❇❙ s♦♥t ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡t s✉r❢❛❝❡s ❇✲❙♣❧✐♥❡s ❡t✱ ♣❛r ❡①t❡♥s✐♦♥✱
❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡t s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❇é③✐❡r✳ ❊❧❧❡s ♣rés❡♥t❡♥t ❧✬✐♥térêt ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞é❝r✐r❡✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①❛❝t❡
❡t ♥♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡✱ ❞❡s ❡♥t✐tés ❞❡ ❢♦r♠❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ❝♦♥✐q✉❡s✱ ❝❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s
❡t s✉r❢❛❝❡s ❇✲s♣❧✐♥❡s ♥❡ ♣❡r♠❡tt❛✐❡♥t ♣❛s ❥✉sq✉❡ ❧à✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ❞✬✉♥❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ H(u) :
[a, b]N → RM ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
H (u) =
∑n1
i1=0
...
∑nN
iN=0
Ni1,p1
(
u(1)
)× ...×NiN ,pN (u(N))ωi1,...,iNPi1,...,iN∑n1
j1=0
...
∑nN
jN=0
Nj1,p1
(
u(1)
)× ...×NjN ,pN (u(N))ωj1,...,jN ,
u(k) ∈ [ak, bk] , k = 1, ..., N,
✭✷✳✸✼✮
♦ù u =
(
u(1) · · ·u(N)) ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s u(k)✱ k = 1, ..., N ✱ ak ❡t bk s♦♥t ❧❡s ❜♦r♥❡s
❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ u(k)✱ ωi1,...,iN ❡st ❧❡ ♣♦✐❞s ❛✛❡❝té ❛✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ Pi1,...,iN =
{
P
(1)
i1,...,iN
✱ ...✱
P
(M)
i1,...,iN
}
✱ nk + 1 ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ k✱ k = 1, ..., N ✱ H (u) ={
H(1) (u) ✱ ...✱ H(M) (u)
}
❡st ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❡t Nik,pk
(
u(k)
)
❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡
❞❡❣ré pk ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ k✱ k = 1, ..., N ✱ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡t ❞é✜♥✐❡ ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t ♣❛r
Nik,0
(
u(k)
)
=
{
1, si U
(k)
ik
≤ u(k) < U (k)ik+1,
0, sinon,
Nik,τ
(
u(k)
)
=
u(k) − U (k)ik
U
(k)
ik+τ
− U (k)ik
Nik,τ−1
(
u(k)
)
+
U
(k)
ik+τ+1
− u(k)
U
(k)
ik+τ+1
− U (k)ik+1
Nik+1,τ−1
(
u(k)
)
,
ik = 0, ..., nk, τ = 1, ..., pk, k = 1, .., N,
✭✷✳✸✽✮
❛✈❡❝ U(k) ❧❡ ❦♥♦t ✈❡❝t♦r ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ k ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡t ❢♦r♠é ❞❡ mk +2 ✈❛❧❡✉rs U
(k)
lk
❛✈❡❝
mk = nk + pk + 1 ❡t s❡ ♣rés❡♥t❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡✱
U(k) = {ak, ..., ak︸ ︷︷ ︸
pk+1
, U
(k)
pk+1
, ..., U
(k)
mk−pk+1
, bk, ..., bk︸ ︷︷ ︸
pk+1
}, k = 1, ..., N. ✭✷✳✸✾✮
●é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ✜①❡ ak = 0 ❡t bk = 1✳
N M ❚②♣❡ ❞✬❡♥t✐té
1 2 ❈♦✉r❜❡ ♣❧❛♥❡
1 3 ❈♦✉r❜❡ ✸❉
2 3 ❙✉r❢❛❝❡ ✸❉
❚❛❜❧❡❛✉ ✷✳✷ ✕ ❈❛s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ◆❯❘❇❙
✷✼
■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❡t ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝❛♣❛❜❧❡s ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❡r ♦✉ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❡r
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ♣♦✉r ❧❡s ❝❛s ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡t s✉r❢❛❝❡s✳ ■❧s s♦♥t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sés
❡♥ ❈❆❖ ❝❛r ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡✱ ♦✉ ❧❛ s✉r❢❛❝❡✱ à ♣❛ss❡r ♣❛r ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s
♠❛✐s ✐❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✐♠♣♦s❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❛ t❛♥❣❡♥❝❡ ❡t ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❧♦❝❛❧❡s ❬✷❪✳
▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❧❛ssé❡s ❡♥ ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s ❡t s♦♥t ❜❛sé❡s
s✉r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ✐tér❛t✐❢✳ ▲✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❡st q✉✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✜①és
❛ ♣r✐♦r✐✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s ❞❡❣rés pk✱ k = 1, ..., N ✱ ❡t ❧❡s ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs U (k)✱ k = 1, ..., N ✳ ❙✉✐t❡ à
❝❡❧❛✱ s❡✉❧s r❡st❡♥t ❧❡s ♥♦♠❜r❡s nk+1 ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ k à ❞ét❡r♠✐♥❡r✱
❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ét❛♥t ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ❡t
s❡ tr❛❞✉✐s❛♥t ♣❛r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✈✐s❡ à
❛♣♣r♦①✐♠❡r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ♦✉ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♣❛r ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ♣♦✐♥ts ♥é❝❡ss❛✐r❡s✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❧❡s ❜♦r♥❡s ❞✉
❞♦♠❛✐♥❡✱ ❡t ♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉✬✉♥ ❝r✐tèr❡
❞✬❛rrêt s♦✐t ❛tt❡✐♥t✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✉♥❡ ❡rr❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡
❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ à
❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ✐✳❡✳ ❛✉t❛♥t
❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ q✉❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s✱ ♣✉✐s ❞✐♠✐♥✉❡r ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❥✉sq✉✬à ❝❡
q✉✬✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt s♦✐t ❛tt❡✐♥t✱ ❧à ❡♥❝♦r❡ s♦✉✈❡♥t ✉♥❡ ❡rr❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳
❈❡s ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t✱ ♣♦✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt✱ ❣é♥ér❛❧✐s❛❜❧❡s ❛✉① ❝❛s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥sN ❡tM q✉❡❧❝♦♥q✉❡s
♠❛✐s ❥✉sq✉✬❛✉① tr❛✈❛✉① ❞❡ ❚✉r♥❡r ❬✶❪✱ ✐❧ ♥❡ s❡♠❜❧❡ ♣❛s ② ❛✈♦✐r ❡✉ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡
❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♦ù ❧❡ ❝❛s ❞✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ ❛
été tr❛✐té ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✶✸✼❪ ♦ù ❞❡s ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ◆❯❘❇❙ s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
❞✬❛♥✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ s❝è♥❡s✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❚✉r♥❡r ❡st ❜❛sé❡
s✉r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ✐tér❛t✐❢ ❞✬❛❥♦✉t ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❬✶✸✽✕✶✹✵❪✳ ❊❧❧❡ s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
❝❧❛ss✐q✉❡s ♣❛r ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ à ❧✬❡♥❞r♦✐t ♦ù ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ♠❛①✐♠❛❧❡✱
❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ ❢❛✈♦r✐s❡♥t ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ré❣✉❧✐❡r ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥✬✐♠♣❧✐q✉❡ ♣❛s à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞❡ ✜①❡r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛ ♣r✐♦r✐ ❡t ❡❧❧❡ ❡st
❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥❛❣❡ ♣♦✉r ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ❬✶✹✶❪✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s
❜r✐è✈❡♠❡♥t ❞é❝r✐r❡ s♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t✳
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s X(k)✱ k = 1, ..., N ✱ s♦♥t ♥♦r♠❛❧✐sé❡s
❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉✬❡❧❧❡s s♦✐❡♥t ❝♦♠♣r✐s❡s ❡♥tr❡ ✵ ❡t ✶✳ ❊❧❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛❧♦rs ❛✉① ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ◆❯❘❇❙ ❡t s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣❛r❛♠étré❡s✱
u(k) =
X(k) −X(k)min
X
(k)
max −X(k)min
, k = 1, ..., N. ✭✷✳✹✵✮
▲❡s s♦rt✐❡s ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ♥✬♦♥t ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞✬êtr❡
♥♦r♠❛❧✐sé❡s✱ ❧❡s ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ◆❯❘❇❙ ét❛♥t ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s ♣❛r ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s
✭❝❢✳ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✮✳ ▲❡s ❞❡❣rés pk✱ k = 1, ..., N ✱ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡s s♦♥t ✜①és à 1 ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡
✐♥✐t✐❛❧❡ ❝❛r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts nk s♦♥t ✜①és à 1 é❣❛❧❡♠❡♥t ❡t ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞❡❣ré pk > 1✳ ❆ ❧✬✐tér❛t✐♦♥ 2✱ ❧❡s ❞❡❣rés pk s♦♥t ✜①és à 2 ❡t r❡st❡♥t ✐♥❝❤❛♥❣és
♣♦✉r ❧❡s ✐tér❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✳ ❚✉r♥❡r ❥✉st✐✜❡ ❝❡ ❝❤♦✐① ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡
❜❛s❡ ❞❡ ❞❡❣rés ♣❧✉s é❧❡✈és ♥✬❛♣♣♦rt❡ ♣❛s ❞❡ ❜é♥é✜❝❡ ♥♦t❛❜❧❡ ❬✶✸✾❪✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s ❧❡s ❞❡❣rés pk ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡s s♦♥t ❧✐és à ❧❛ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ◆❯❘❇❙ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ k ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s
♥÷✉❞s ❡t✱ ❞❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t ♥é❝❡ss✐t❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡❣rés pk > 2✳
✷✽
▲❛ ✜❣✳ ✷✳✻ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ✐tér❛t✐❢ ❞✬❛❥♦✉t ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ♦✉ N = 2✳
■❧ ❡st ❜✐❡♥ sûr ❣é♥ér❛❧✐s❛❜❧❡ ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ N q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ♠❛✐s ✐❧ ❡st ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ ♣♦✉r ❧❛
❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❡t ❧❛ ✈✐s✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❡①♣❧✐q✉❡r ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ N = 2✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥M ❡st✱
❡❧❧❡✱ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s s❡✉❧s ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛✉① ❡①tré♠✐tés s♦♥t ✜①és✱
✐✳❡✳ u(k) = {0, 1}✱ k = 1, ..., N ✳ ❆ ❧✬✐tér❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡st ❛❥♦✉té à ❧✬❡♥❞r♦✐t
♦ù ❧✬❡rr❡✉r ❘▼❙ ✭❘♦♦t ▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡✮ ❡st ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡t ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ s♦♥t ❛❥♦✉tés ♣♦✉r
♠❛✐♥t❡♥✐r ✉♥ ❤②♣❡r❝✉❜❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ❙tr✐❝t❡♠❡♥t ♣❛r❧❛♥t✱ s❡✉❧ ✉♥ ❤②♣❡rr❡❝t❛♥❣❧❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡
♠❛✐s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ✐♠♣❧é♠❡♥té❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❤②♣❡r❝✉❜❡s ❬✶✸✾❪✳
Points de contrôle de l’itération précédente
Points de contrôle fixés aux coins
Points de contrôle ajouté pour maintenir un maillage carré
Points de contrôle à l’emplacement du maximum d’erreur
Itération 1 : Initialisation (4 points de contrôle) Itération 2 : Initialisation (9 points de contrôle) Itération 3 : Initialisation (16 points de contrôle)
❋✐❣✉r❡ ✷✳✻ ✕ ❙❝❤é♠❛ ✐tér❛t✐❢ ❞✬❛❥♦✉t ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❍②P❡r▼♦❞❡❧ ❬✶❪ ♣♦✉r
N = 2
▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❛ss✉r❡r ❧✬✐♥✈❡rs✐❜✐❧✐té
❞✉ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ❊♥✜♥✱ s❡❧♦♥
❧❡ ❝❛s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛✛❡❝t❡r ❞❡s ♣♦✐❞s ♥♦♥✲✉♥✐t❛✐r❡s ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♣❧✉s
♣r♦❝❤❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳ ❈❡s ✈♦✐s✐♥❛❣❡s s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥és ♣❛r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ nv ✜①é ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s
✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣♦✐❞s✳ ▲❛ ♣r♦①✐♠✐té ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❝✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡st
❞ét❡r♠✐♥é s❡✉❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ❞❡ ❝❡s ♣♦✐♥ts✳ ▲❡ ♣♦✐❞s ❛✛❡❝té à ✉♥
♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ Pi1,...,iN ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❬✾❪ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✹✮
❡t✱ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ N = 1✱ ❧❡ ♣♦✐❞s ωi ❡st ❧✐é ❛✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ Pi ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
ωi = ωmin + (ωmax − ωmin)
(
rTR−1r
)
, ✭✷✳✹✶✮
❛✈❡❝ ωmin ❡t ωmax ❧❡s ♣♦✐❞s ♠✐♥✐♠❛ ❡t ♠❛①✐♠❛ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❝♦♥tr❛✐♥ts ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ 0 <
✷✾
ωmin ≤ ω ≤ ωmax✱ r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s rs = R (ui, us)✱ s = 1, ..., nv✱ ❡♥tr❡ ❧❡
♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ Pi ❡t ❧❡s nv ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ❞❡ s♦♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❡t R ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s
s♣❛t✐❛❧❡s Rs1,s2 = R (us1 , us2)✱ (s1, s2) ∈ {1, ..., nv}✱ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ s1 ❡t s2✳ ▲❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
R (us1 , us2) = e
−θ|us1−us2 |
p
, ✭✷✳✹✷✮
♦ù θ ❞é✜♥✐t ✉♥ r❛②♦♥ ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❡t p ❞é✜♥✐t ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡✳ ❚✉r♥❡r ❬✶❪
❛ ❡st✐♠é q✉❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s θ ❡t p ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✜①és à ♣❛rt✐r ❞❡ ωmin ❡t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡
❝♦♥trô❧❡ ♣❛r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
θ = ln(ωmin), ✭✷✳✹✸✮
p =
ln (ln(C))
ln
(
1
nc
) ✭✷✳✹✹✮
♦ù C > 1.0 ❡st ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✉ ♣♦✐❞s ♣rès ❞❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ❞✉
✈♦✐s✐♥❛❣❡✳ ❚✉r♥❡r ❬✶✸✾❪ ❛ ♦❜t❡♥✉ ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts s✉r s❡s ❝❛s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ωmin = 0.1✱
ωmax = 1 ❡t C = 2✳ ▲❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r
❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❊♥ ré❛❧✐té ❧❛ str❛té❣✐❡ ❡♠♣❧♦②é❡ ♣❡r♠❡t ❞✬✐♥✈❡rs❡r
♣❧✉s✐❡✉rs s②stè♠❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❜✐❡♥ ✐♥❢ér✐❡✉r❡s ♠❛✐s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡♠♣❧♦②é ét❛♥t s✐♠✐❧❛✐r❡ à
❝❡❧✉✐ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ s❡r❛ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ♦ù ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s
é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s str❛té❣✐❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✳
❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ à ❢❛✐t s❡s ♣r❡✉✈❡s s✉r ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐t✲
tér❛t✉r❡ ❬✶❪ ♠❛✐s ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t été ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❬✶✹✷✱ ✶✹✸❪ ❡t ❞❡ ❧❛
❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ♠❛tér✐❛✉① ❝♦♠♣♦s✐t❡s ❬✸✵❪✳ ▼❛❧❣ré ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡
✜①❡r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛ ♣r✐♦r✐ ♣♦✉r ✉t✐❧✐s❡r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ❧❡s ❝❤♦✐① ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✐s❝r❡ts ❞❡
❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ q✉✐ ♦♥t été ❢❛✐ts ♥❡ ❜é♥é✜❝✐❡♥t ❞✬❛✉❝✉♥❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱
❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛✉tr❡♠❡♥t q✉❡ ♣❛r ❞❡s rè❣❧❡s ❡♠♣✐✲
r✐q✉❡s ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❡t s✉r❢❛❝❡s ◆❯❘❇❙ ❬✷❪✳ ❈❡s rè❣❧❡s ♥❡ ❣❛r❛♥t✐ss❡♥t ♣♦✉rt❛♥t✱
♥✐ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱ ♥✐ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♦♣t✐♠❛❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs✳ ❊❧❧❡s
♣❡r♠❡tt❡♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❡ ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡t ❞❡s s✉r❢❛❝❡s✱ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s à
st♦❝❦❡r ♥❡ r❡♣rés❡♥t❡♥t ♣❛s ✉♥❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ❥✉st✐✜❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡ t❡❧❧❡s rè❣❧❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡
❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s✱ ❡t ❝✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
♥♦✈❛tr✐❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s ◆❯❘❇❙✱ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♦♣t✐♠❛✉① ❞❡ ❧✬❤②♣❡r✲
s✉r❢❛❝❡ s❛♥s ❛✈♦✐r à ❢♦r♠✉❧❡r ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s ♦✉ à ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s rè❣❧❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣❧✉tôt q✉❡
❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ s❝❤é♠❛ ✐tér❛t✐❢✱ ♥❡ ❢❛✐s❛♥t ✈❛r✐❡r q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱ ♣♦✉r ❧❛ ♣❤❛s❡
❞❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡✱ ♥♦✉s ✐♥❝❧✉♦♥s t♦✉s ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s q✉✐ ✐♥✢✉❡♥t s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡
❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙✳ ▲❡ ❜✉t ét❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ♦♣t✐♠❛❧✱ ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❧❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❛♥s s❛ ♣❤❛s❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳
✷✳✸ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡
▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛✉①
♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡①✐st❛♥t❡s✳ ▲❡✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ s✐✲
✸✵
♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ✐♥✐t✐❛❧✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞✐s❝r❡t ❞❡ nM
♥÷✉❞s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ tr❛♥s✐t♦✐r❡ ♦✉ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s nM
✈❛❧❡✉rs ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✱ ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✱ ❝❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✐♥✈❡rs❡r
❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ nM ♣❛r ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t ❞❡✈❡♥✐r r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦ût❡✉①
❧♦rsq✉❡ nM ❛✉❣♠❡♥t❡✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡rr✐èr❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ s♦✉s✲
❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ nN ♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡ nM ❛✜♥ ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❊❧❧❡s s♦♥t t♦✉t❡❢♦✐s
tr❛♥s♣♦s❛❜❧❡s ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❬✼❪✳
✷✳✸✳✶ ❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ✭P❖❉✮
▲❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✱ ♦✉ P❖❉ ✭Pr♦♣❡r ❖rt❤♦❣♦♥❛❧ ❉❡❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥✮ ❛✉ss✐ ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ Pr✐♥❝✐♣❛❧ ❈♦♠♣♦♥❡♥t ❆♥❛❧②s✐s ✭P❈❆✮ ♦✉ ❑❛r❤✉♥❡♥✲
▲♦è✈❡ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭❑▲❉✮✱ ❢✉t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ♣r♦♣♦sé❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs s❝✐❡♥✲
t✐✜q✉❡s ❬✶✹✹✕✶✹✽❪ ❡t ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ▲✉♠❧❡② ❬✶✹✾❪ ❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥ts t✉r❜✉❧❡♥ts✳ ❊❧❧❡
❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t très ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s ✢✉✐❞❡s ❬✻✱✶✺✵✕✶✺✼❪✱ ♦✉
❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❋❧✉✐❞ ❉②♥❛♠✐❝ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t été ❛❞❛♣té❡ à ❞✬❛✉tr❡s ❞♦♠❛✐♥❡s
❝♦♠♠❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❬✶✺✽❪✱ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ s✐❣♥❛❧s ❡t
❧❛ r❡❝♦♥♥❛✐s❛♥❝❡ ❞❡ ❢♦r♠❡s ❬✶✺✾❪✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❬✶✻✵✕✶✻✹❪✱ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s
✐♥✈❡rs❡s ❬✶✻✺✱✶✻✻❪✱ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ❬✶✻✼❪ ❡t ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❬✼❪✳
❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞✐t❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❝❛r✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ♦ù ❡❧❧❡ ❛ été
✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ♣r♦♣♦sé❡✱ ❡❧❧❡ ♣♦st✉❧❡ q✉✬✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣s ✐♥❝♦♥♥✉ z(X, t) ❡st ❝♦♥♥✉❡
❡♥ ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✐♥tsXi✱ i = 1, ..., n✱ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s♣❛t✐❛❧ ♣♦✉r ❞❡s t❡♠♣s ❞✐s❝r❡ts tm✱m = 1, ..., P ✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ X ♣❡✉t r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❡t t ❞❡s ♣❛s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ z(X, t)
❡st ❞é❝♦♠♣♦sé❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ✿
z(X, t) = 〈z(X)〉t + u(X, t), ✭✷✳✹✺✮
♦ù 〈z(X)〉t ❡st ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ z(X, t) ❡t u(X, t) ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ z(X, t)
❛✉t♦✉r ❞❡ ❝❡tt❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛✈❡❝ 〈u(X, t)〉 = 0✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❧❛ P❖❉ ❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❛
str✉❝t✉r❡ ❧❛ ♣❧✉s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ φ(X) ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝♦♥♥✉s ❞✉ ❝❤❛♠♣s z(X, t) ✱ ❝❡
q✉✐ r❡✈✐❡♥t ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t à tr♦✉✈❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ φ ♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ u s✉r ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❬✸✺✱✶✻✽❪✱ ✐✳❡✳
max
φ
(〈(u|φ)2〉
(φ|φ)
)
, ✭✷✳✹✻✮
♦ù 〈·〉 ❞és✐❣♥❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❡t (·|·) ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛❥♦✉t❡r ✉♥❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ‖φ‖2 = (φ|φ) = 1 ❛✜♥ ❞❡ r❡♥❞r❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡ ❬✸✺❪✳ ■❧ ❛ été ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ ♠✐s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❬✸✺✱ ✶✻✾❪✳
▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s φk(X)✱ ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s λk✱ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬é❝r✐r❡ u(X, t) ❞❡ ❧❛
♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
u(X, t) =
∞∑
k=1
ak(t)φk(X), λk ≥ λk+1 ≥ 0. ✭✷✳✹✼✮
✸✶
▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ak(t) s♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts r❡❧❛t✐❢s à ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ♥♦♥✲❝♦rré❧és ❡t s♦♥t
❞ét❡r♠✐♥és ♣❛r ✿
ak(t) = (u(X, t)|φk(X)). ✭✷✳✹✽✮
▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ φ1✱ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ λ1✱ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
♦♣t✐♠❛❧❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✭s♥❛♣s❤♦ts✮✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦❞❡ ♣r♦♣r❡ φ2✱ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ✈❛❧❡✉r
♣r♦♣r❡ λ2✱ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❧❡s s♥❛♣s❤♦ts✱ r❡str❡✐♥t❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t à ❧✬❡s♣❛❝❡
♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞❡✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡✳ ▲✬é♥❡r❣✐❡ Etot ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡st ❛✐♥s✐
❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✱ ✐✳❡✳ Etot =
∑
k λk✱ ❡t ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥
♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❝❛♣t✉ré❡ ♣❛r ❧❡ ♠♦❞❡ k ❬✸✺❪ ✿
Ek =
λk∑
k λk
. ✭✷✳✹✾✮
❊♥ ♣r❛t✐q✉❡ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❡t ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s✱
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❡t ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✐t❡ ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s
✭s♥❛♣s❤♦ts✮ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❙✐r♦✈✐❝❤ ❬✶✼✵✱✶✼✶❪ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ s♣❛t✐❛❧❡✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r ✐♥téréssé
♣❡✉t s❡ ré❢ér❡r à ❬✸✺✱ ✶✻✽✱ ✶✼✷❪ ♣♦✉r ❡♥ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s s✉❜t✐❧✐tés ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❧✐❡♥
❛✈❡❝ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ✈❛❧❡✉rs s✐♥❣✉❧✐èr❡s✱ ♦✉ ❙❱❉ ✭❙✐♥❣❧❡ ❱❛❧✉❡ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✮✳ ◆♦✉s ❞✐r♦♥s
s✐♠♣❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡s s♥❛♣s❤♦ts ❡st ❛❞❛♣té❡ ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s n ❡st
é❧❡✈é✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♣❡✉t êtr❡ ♠✐s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Cφ = λφ, ✭✷✳✺✵✮
♦ù C ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
C = Z.ZT , ✭✷✳✺✶✮
❛✈❡❝ Z ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝♦♥♥✉s ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧és ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s s♥❛♣s❤♦ts✱
Z =

u(X1, t1) · · · u(X1, tP )✳✳✳ ✳ ✳ ✳ ✳✳✳
u(Xn, t1) · · · u(Xn, tP )


=

z(X1, t1)− 〈z(X1)〉 · · · z(X1, tP )− 〈z(X1)〉✳✳✳ ✳ ✳ ✳ ✳✳✳
z(Xn, t1)− 〈z(Xn)〉 · · · z(Xn, tP )− 〈z(Xn))〉

 .
✭✷✳✺✷✮
▲❛ ♠❛tr✐❝❡ C ❡st ❤❡r♠✐t✐❡♥♥❡ s❡♠✐✲❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❡❧❧❡ ♣♦ssè❞❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡t ❞❡
✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♦rt❤♦❣♦♥❛✉① ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ré❡❧❧❡s ♥♦♥✲♥é❣❛t✐✈❡s ❞❡C ❬✶✻✺❪✳
●é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s s♦♥t r❛♥❣é❡s ♣❛r ♦r❞r❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ✿
λ1 ≥ ... ≥ λn ≥ 0. ✭✷✳✺✸✮
▲❡s n s♦❧✉t✐♦♥s λk ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❧❡✉rs ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s φk
❢♦r♠❡♥t ❛❧♦rs ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ z(X, t) ✿
zˆ(X, t) = 〈z(X)〉t +
n∑
k=1
ak(t)φk(X), ✭✷✳✺✹✮
✸✷
♦ù ak(t) ❡st ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t r❡❧❛t✐❢ à ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ z(X, t) ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡
λk ❡t φk(X) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❡tt❡ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❛♣rès ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✱ s❡✉❧❡s s♦♥t ❝♦♥s❡r✈é❡s ❧❡s K ♣r❡♠✐❡rs φk ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ✈❛❧❡✉rs
♣r♦♣r❡s λk ∈ [λ1, αλ1]✱ 0 < α ≤ 1✳ ▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ α ❡st ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♥❡ ♣❛s ❝♦♥s✐❞ér❡r
❧❡s ♠♦❞❡s ❞♦♥t ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ s❡r❛✐t ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣r❡♠✐❡r✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ♦♣t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à
✜①❡r ❧❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❝❛♣t✉ré❡ PE,min ♣❛r ❧❡s K ♣r❡♠✐❡rs ♠♦❞❡s✱ ❧❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡
❞✬é♥❡r❣✐❡ ❝❛♣t✉ré❡ PE ét❛♥t ❞é✜♥✐ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
PE =
EK
En
=
∑K
k=1 λk∑n
k=1 λk
✭✷✳✺✺✮
◆♦r♠❛❧❡♠❡♥t✱ K ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ n ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♠✲
♣❧❡①✐té ❞✉ ❝❛❧❝✉❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ak(t) s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡
❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ K ≪ n✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞✐t❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❝❛r ❡❧❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞é❥à ❝♦♥♥✉s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡t ❞✬❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝r✐t❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡
♦ù ❡❧❧❡ ❢✉t ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ s❡ q✉❡st✐♦♥♥❡r s✉r ❧✬✉t✐❧✐té ❞❡ ❞❡✈♦✐r ❝❛❧❝✉❧❡r
✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♠♣❧❡t ❛✈❛♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ré❞✉✐t✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ✭P●❉✮ ❞♦♥t ♥♦✉s ♣❛r❧❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡
s✉✐✈❛♥t✳ ■❧ ② ❛ ❡♥ ❢❛✐t ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❧❛r❣❡♠❡♥t ré♣❛♥❞✉❡s ❡t ❛②❛♥t ♠♦♥tré ❧❡✉rs ✉t✐❧✐tés✳ ▲❛
♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥s✐st❡ à rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s✉r ✉♥ ❝♦✉rt ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ❛✜♥ ❞✬❡♥ ❡①tr❛✐r❡
❧❛ str✉❝t✉r❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ q✉✐ ❞é✜♥✐t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ré❞✉✐t✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ s✉r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s
♣❧✉s ❧♦♥❣ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❡✛❡❝t✉é ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ré❞✉✐t ❡t ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡ t❡♠♣s ❛ss♦❝✐é✳ ▲✬❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
❝♦♥s✐st❡ à rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s✉r t♦✉t ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ♣♦✉r ❡♥s✉✐t❡ ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ♠♦✲
❞è❧❡ ré❞✉✐t s✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s ❛✈❡❝✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ♦✉ ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧✐♠✐t❡s✳
❇✐❡♥ q✉❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st tr❛♥s♣♦s❛❜❧❡
❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❬✼❪✳ ❊❧❧❡ ♣rés❡♥t❡✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡r q✉✬✉♥
s❡✉❧ ♣❛r❛♠ètr❡ à ✜①❡r ❛ ♣r✐♦r✐ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ✭α ♦✉ PE,min✮ ❡t s✬❛❞❛♣t❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t
❛✉① ❞♦♥♥é❡s q✉✬❡❧❧❡ tr❛✐t❡✳ ❊❧❧❡ ❡♥ ❡①tr❛✐t ❡♥ ❢❛✐t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡✳ ◆♦t♦♥s t♦✉t❡❢♦✐s
q✉✬✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♥❛♣s❤♦ts ♣❡✉t r❡♥❞r❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s très ❝♦ût❡✉① ❡t q✉✬✐❧
❡st q✉❛♥❞ ♠ê♠❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ❡♥ ♣❤❛s❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡✱ ❞✬✐♥✈❡rs❡r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ K q✉✐ ♣❡✉t ❞❡✈❡♥✐r ✐♠♣♦rt❛♥t ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ N ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛✉❣♠❡♥t❡✳
✷✳✸✳✷ ❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣r♦♣r❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ✭P●❉✮
▲❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣r♦♣r❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡✱ ♦✉ Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭P●❉✮✱ ❢✉t ✐♥✐✲
t✐❛❧❡♠❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ▲❛❞❡✈è③❡ ❬✶✼✸✕✶✼✾❪ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t r❛❞✐❛❧ ❞❛♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
▲❆❚■◆✳ ❊❧❧❡ ❛✈❛✐t ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣❧❛st✐❝✐té ❞❛♥s ❞❡s ♣r♦✲
❜❧è♠❡s à ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❬✶✼✹✱ ✶✼✺✱ ✶✽✵✕✶✽✹❪✳ ❊❧❧❡ ❛ ❡♥s✉✐t❡ été ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❞✬❛✉tr❡s ❞♦✲
♠❛✐♥❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❣r❛♥❞s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❬✶✼✻✱ ✶✽✺❪✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❬✶✽✻❪✱ ❧❡s ♣r♦✲
❜❧è♠❡s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ❬✶✽✼❪✱ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ♠❛tér✐❛✉① ❝♦♠✲
♣♦s✐t❡s ❬✶✽✽✕✶✾✷❪✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❬✶✾✸❪✱ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❝❤♦❝s ❬✶✾✹✕✶✾✻❪✱ ❧❡s
ét✉❞❡s ♠✉❧t✐♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ❬✶✾✼✕✶✾✾❪ ❡t ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❬✷✵✵✱ ✷✵✶❪✳ ➱t❛♥t ❧❛ s❡✉❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✐t❡ ❛
✸✸
♣r✐♦r✐ ✭❞❛♥s s❛ ❢♦r♠❡ ✐♥tr✉s✐✈❡✮✱ ❝❛r ❡❧❧❡ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ♣❛s ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♠✲
♣❧❡t✱ ❡❧❧❡ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❥✉sq✉✬❛❧♦rs ✐♠♣♦ss✐❜❧❡s à tr❛✐t❡r à ❝❛✉s❡
❞✉ ✢é❛✉ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭❝✉rs❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t②✮ ❞♦♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s
❞❡ ❝❤✐♠✐❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❬✺❪✳
❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ P❖❉✱ ♥❡ ❞é❞✉✐t ♣❛s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ à ♣❛rt✐r
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝♦♥♥✉❡s ♠❛✐s ❝❛❧❝✉❧❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐tér❛t✐✈❡✳ ❊❧❧❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ sé♣❛ré❡ ❞♦♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
zˆ(X(1), ..., X(N)) =
K∑
k=1
F
(1)
k (X
(1)) · · ·F (D)k (X(D)), ✭✷✳✺✻✮
♦ù F (i)k (X
(i)) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✱ ✐♥❝♦♥♥✉❡ ❛ ♣r✐♦r✐✱ ❧✐é❡ ❛✉ ♠♦❞❡ k✱ k = 1, ...,K✱ ❡t à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ X(i)
q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ✉♥ s♦✉s✲❞♦♠❛✐♥❡ Ωi ⊂ Rdi ✱ ❛✈❡❝ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ di ≤ 3✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
di ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s X(i) r❡s♣❡❝t❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ✿
D∑
i=1
di = N. ✭✷✳✺✼✮
❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù di = 1✱ i = 1, ..., D✱ ❛❧♦rs D ❡st é❣❛❧ à N ✳
▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ P●❉ ❢♦r♠❡ ❛✐♥s✐ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ K ♣r♦❞✉✐ts ❞❡ D ❢♦♥❝t✐♦♥s F (i)k (X
(i)) q✉✐
s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❛r ❡♥r✐❝❤✐ss❡♠❡♥ts s✉❝❝❡ss✐❢s✳ ❆ ✉♥❡ ét❛♣❡ ns+1 ❞✬❡♥r✐❝❤✐ss❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
F
(i)
k (X
(i)) s♦♥t t♦✉t❡s ❝♦♥♥✉❡s ♣♦✉r k ≤ ns✱ ❝❛r ❡❧❧❡s ♦♥t été ❝❛❧❝✉❧é❡s ❛✉① ét❛♣❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱
❡t ✐❧ ❢❛✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s D ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s F (i)ns+1(X
(i))✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
❢❛✐❜❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐❞éré q✉✐ rés✉❧t❡ ❡♥ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥
✐tér❛t✐✈❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞✬❡♥r✐❝❤✐ss❡♠❡♥t✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
♣r♦❜❧è♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ di ❡t ❞♦♥❝✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à N ✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù di = 1✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✈r❛✐ ❞❛♥s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❡t ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧✬♦♥
♣r❡♥♥❡ ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ n ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s X(i)✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞❡ ❧❛
P●❉ ❡st ❞❡ K × n × N ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ nN ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ♣♦✉r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❜❛sé s✉r ✉♥❡
❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s tr❛✐tés
❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ♠♦❞❡sK✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
♣ré❝✐s❡✱ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥N ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ tr❛✐té ♠❛✐s ♣❧✉tôt ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
❞❡ sé♣❛r❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥❡ ❣r❛♥❞✐t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t
♣❛s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ N ✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥✳
P♦✉r ✉♥ ❛♣❡rç✉ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡t ❞❡ ❧❛ P●❉✱ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts
❡♥r✐❝❤✐ss❡♠❡♥ts✱ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ✐♥tér❡ssé ♣❛r ❧❡ s✉❥❡t ❡st r❡♥✈♦②é ✈❡rs ❧❡s ré❢ér❡♥❝❡s ❬✹✱ ✷✵✷✕✷✵✹❪✳
❉❡ t♦✉t❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❡❧❧❡ ❡st ❧❛ s❡✉❧❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥
♠♦❞è❧❡ ré❞✉✐t ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ♣❛s ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡✳ ■❧ ❡st t♦✉t❡❢♦✐s ♥é❝❡ss❛✐r❡✱
❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♣❤②s✐q✉❡ à ❧✬ét✉❞❡✳ ❊❧❧❡ ♣rés❡♥t❡
❞♦♥❝ ✉♥ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❝❡rt❛✐♥ s✉r ❧❡s ❛✉tr❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡t ❝✬❡st ❝❡ q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡ s♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✳ ■❧
❡①✐st❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♥♦♥✲✐♥tr✉s✐✈❡ ❞❡ ❧❛ P●❉ q✉✐ s✬✉t✐❧✐s❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ zˆ(X) r❡st❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬éq✳ ✭✷✳✺✻✮ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦❞❡s
❡st ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ✉♥ s❡✉✐❧ ✜①é s✉r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞❡ ❡st✱ ❡♥
✸✹
❣é♥ér❛❧✱ ❡✛❡❝t✉é ❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧✬❡rr❡✉r ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés✳ ■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r✱
❝♦♠♠❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❧❡ ❣❛✐♥ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥ ♠♦❞❡✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ P❖❉✱
❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞❡ ❞❡✈✐❡♥t tr♦♣ ❢❛✐❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣r❡♠✐❡r✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❧✉s ✉t✐❧❡ ❞✬❡♥
❛❥♦✉t❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉①✳ ■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❝❡s ❞❡✉① ❝r✐tèr❡s ❞✬❛rrêt s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳
■❧ ❢❛✉t t♦✉t❡❢♦✐s ♥♦t❡r q✉❡❧q✉❡s ❧✐♠✐t❡s ❡t✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡
❝❤♦✐s✐❡ ❡♥ ♣❤❛s❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ♥♦♥ ❝♦♠♣r✐s❡s ❞❛♥s
❧❡ ♣❛s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❝❡s ♣♦✐♥ts ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ❡st
s♦✉✈❡♥t ♠♦✐♥s ❜♦♥♥❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❛②❛♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ♣❛r❛♠étr❡r ❧❡ ♠ét❛♠♦❞è❧❡✳
✷✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❇❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ♦♥t été ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ t♦✉t❡s ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥
♥♦♠❜r❡ ❞✬❛✈❛♥t❛❣❡s ❡t ❞✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts✳ ❯♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❞❡ ✜①❡r
✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❛ ♣r✐♦r✐✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❡t
❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉r s✉♣♣♦rt s♦♥t ❧❡s s❡✉❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ tr❛✐t❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡
très ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❧❡✉r ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s à ❧❛ ♣♦rté❡ ❞✬✉♥ ♥♦✈✐❝❡ ❡t ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡
❡①♣❡rt✐s❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡ ❦r✐❣❡❛❣❡ ♦✉
❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛r②❝❡♥tr✐q✉❡s✱ s♦♥t q✉❛♥t à ❡❧❧❡s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♠♦✐♥s ❡✣❝❛❝❡s ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉❣♠❡♥t❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥✱ ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r
❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦rt✐❡ ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ◆❯❘❇❙✱ ❛❥♦✉t❡r ✉♥❡ s♦rt✐❡
s❡ tr❛❞✉✐t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❛✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱ ❡t ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ♣❛s
❞❡ r❡❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✐❞s ♦✉ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦rt✐❡✳
❚rès ♣❡✉ ❞✬❛✉t❡✉rs ♦♥t ❝♦♠♣❛ré ♣❧✉s ❞❡ tr♦✐s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s ❡t ❧❡
tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❚✉r♥❡r ❬✶❪ ❡♥ ❝❡ s❡♥s ❛ ❞é♠♦♥tré ❧✬✉t✐❧✐té ❡t ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s
◆❯❘❇❙✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s
♠❛✐s ♣rés❡♥t❡ ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts ♣❛rt♦✉t✳ ▲✬✉♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝❧és ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞✬✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❞❡ ♥❡ ♣❛s ♥é❝❡ss✐t❡r ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s à ✜①❡r ❛ ♣r✐♦r✐ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❖r✱ ❝❡
q✉✐ ❢❛✐t ❧❛ ❣r❛♥❞❡ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡s ◆❯❘❇❙ à s✬❛❞❛♣t❡r à ❞❡s t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❤❛✉t❡♠❡♥t ♥♦♥✲❝♦♥✈❡①❡s ❡st ❧❡
❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧❡✉rs ❢♦r♠❡s✳ ❚✉r♥❡r ❬✶❪ ❛ ré❣❧é ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡
♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t s✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ❞❡❣rés ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❢♦r♠❡ ❡t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s à
✜①❡r ♣♦✉r ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♠❛✐s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s q✉✐ ♦♥t été ❝❤♦✐s✐❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s
♦♣t✐♠❛❧❡s✳ ❉❡ ❝❡ ♣♦st✉❧❛t✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✈✐s❡ à ❢♦✉r♥✐r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♦♣t✐♠❛❧❡s
❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❧✉tôt q✉❡ ❞❡ ❧❡s ✜①❡r à ❧✬❛✈❛♥❝❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ét❛♥t ♥♦♥✲❝♦♥✈❡①❡✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ tr❛✐t❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st r❡q✉✐s❡ ❡t ❢❡r❛ ❧✬♦❜❥❡t
❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳
✸✺
✸✻
❈❤❛♣✐tr❡ ✸
❖✉t✐❧s ❡t ♠ét❤♦❞❡s
✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
▲❛ ✈♦❧♦♥té ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ s✬❛❞❛♣t❡r à ✉♥
❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❡t ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ♣❛s ❞✬❡①♣❡rt✐s❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ ♥✐ ❞❡
❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣ré❛❧❛❜❧❡ s✉r ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s à ✐♥t❡r♣rét❡r✱ ♥♦✉s ❛ très ✈✐t❡ ❝♦♥❞✉✐t ✈❡rs ❧❡
❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡s ◆❯❘❇❙✳ ➚ ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❝❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♥✬❛✈❛✐t été ✉t✐❧✐sé q✉❡ ♣❛r ❚✉r♥❡r
❬✶✱✶✸✾❪✱ ❡t s♦♥ éq✉✐♣❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ N > 2✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡ q✉✐ ❢❛✐t ❧❛ ✈❡rs❛t✐❧✐té ❞❡s ◆❯❘❇❙✱ à s❛✈♦✐r✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡✉rs ❢♦r♠❡s ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ♣♦✉r ✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♥♦♥ ❢❛♠✐❧✐❡r ❞❡ ❝❡s ❡♥t✐tés✳ ▲❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❛ été é❧✉❞é ♣❛r ❚✉r♥❡r ❬✶❪ ❡♥ ♣r♦♣♦s❛♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣ré❞é✜♥✐❡s ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❧✐❜r❡s ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙✱ ❝❤♦✐s✐❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ rè❣❧❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡s ♣♦✉r ❧❡s
❝♦✉r❜❡s ❡t s✉r❢❛❝❡s ❬✷❪✳ ❈❡s rè❣❧❡s✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧✐é❡s à ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s✱ ♥❡
♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❚✉r♥❡r ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r t♦✉s ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ré❣✐ss❛♥t ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡
◆❯❘❇❙✳ ❆✜♥ ❞❡ ❢❛♠✐❧✐❛r✐s❡r ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ❛✈❡❝ ❧❡s ❡♥t✐tés ◆❯❘❇❙✱ ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❡✉rs ♣❛r❛♠ètr❡s✱
❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡t s✉r❢❛❝❡s
◆❯❘❇❙ ❛✈❛♥t ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❛✉ ❝❛s ❞❡s ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s✳
▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ◆❯❘❇❙ s♦♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✜①és ♣❛r ❞❡s rè❣❧❡s ♠ét✐❡rs ❝❛r ❧❛
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♦♣t✐♠❛✉① ❞✬✉♥❡ ❡♥t✐té ◆❯❘❇❙ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥♦♥✲❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ P♦✉r ❧❡ rés♦✉❞r❡✱ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡✱
♥♦t❛♠♠❡♥t s✉r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ét✐q✉❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣ré❝✐sé♠❡♥t ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞♦♥t
❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✈❛r✐❡✱ ❡t ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✱ ✐✳❡✳ ❜❛sé s✉r ❧❡
❣r❛❞✐❡♥t✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡①♣♦s❡ ❞♦♥❝ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❣é♥ér❛✉① ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳
❯♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s✉❝❝✐♥❝t❡ ❡st ❢❛✐t❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡①✐st❛♥t ♣✉✐s ♥♦✉s ♣rés❡♥✲
t♦♥s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ét✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❛✐♥s✐ q✉❡
❧❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ② ❛✈♦♥s ❛♣♣♦rté❡s✳ ◆♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ s✬❛♣♣✉✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❛♣rès ❛✈♦✐r ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❣é♥ér❛✉①
❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s✳
✸✼
✸✳✷ ●é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❡♥t✐tés ❣é♦♠étr✐q✉❡s ◆❯❘❇❙ ❝❧❛ss✐q✉❡s
❆✈❛♥t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡t s✉r❢❛❝❡s ◆❯❘❇❙✱ ❛❝r♦♥②♠❡
♣♦✉r ◆♦♥✲❯♥✐❢♦r♠ ❘❛t✐♦♥❛❧ ❇✲❙♣❧✐♥❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛✉ ❝❛s ❞❡s ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s✱ ♥♦✉s
s♦✉❤❛✐t♦♥s ♣ré❝✐s❡r q✉❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s s♦♥t ❝❡❧❧❡s ❞✉ ❧✐✈r❡ ✓ ❚❤❡ ◆❯❘❇❙ ❇♦♦❦ ✔ ❬✷❪✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❛ ✉♥❡ ✈♦❝❛t✐♦♥ ❞✐❞❛❝t✐q✉❡ ❛✜♥ ❞✬❛✐❞❡r ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s
❡✛❡ts ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ré❣✐ss❛♥t ❧❡s ❡♥t✐tés ◆❯❘❇❙✳ P♦✉r ✉♥ ❛♣❡rç✉ ♣❧✉s ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐ ❞✉
❞♦♠❛✐♥❡✱ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ❡st r❡♥✈♦②é ✈❡rs ❧❡s ré❢ér❡♥❝❡s ❬✷✱ ✷✵✺❪✳
▲❡s ❝♦✉r❜❡s ❡t s✉r❢❛❝❡s ◆❯❘❇❙ s♦♥t✱ ❞❡ ♥♦s ❥♦✉rs✱ ♠❛ss✐✈❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❈❆❖ ✭❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❆ss✐sté ♣❛r ❖r❞✐♥❛t❡✉r✮ ♦ù ❡❧❧❡s s♦♥t ❞❡✈❡♥✉❡s ❧❛ ♥♦r♠❡ ❝❛r ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡
r❡♣rés❡♥t❡r à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡s ❢♦r♠❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ❝♦♥✐q✉❡s ♦✉
❧❡s s✉r❢❛❝❡s q✉❛❞r✐q✉❡s✱ ❡t ❞❡s ❢♦r♠❡s ❧✐❜r❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❝❛rr♦ss❡r✐❡s ❞❡ ✈♦✐t✉r❡✳
✸✳✷✳✶ ❈♦✉r❜❡s
❯♥❡ ❝♦✉r❜❡ ◆❯❘❇❙ ❡st ✉♥❡ ❡♥t✐té ❣é♦♠étr✐q✉❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ✭✐✳❡✳ ❡①♣r✐♠é❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ❡①♣❧✐✲
❝✐t❡✮ ❞♦♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❞❡❣ré p✱ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ❬✷❪ ✿
C (u) =
∑n
i=0Ni,p (u)ωiPi∑n
j=0Nj,p (u)ωj
, a ≤ u ≤ b, ✭✸✳✶✮
q✉❡ ❧✬♦♥ r❡tr♦✉✈❡ é❣❛❧❡♠❡♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❬✷❪ ✿
C (u) =
n∑
i=0
Ri,p (u)Pi, a ≤ u ≤ b, ✭✸✳✷✮
❛✈❡❝ Ri,p (u) ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❞❡ ❞❡❣ré p ❝❛❧❝✉❧é❡ ❛✉ ♣❛r❛♠ètr❡ u ❡t
❧✐é❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ Pi ✿
Ri,p (u) =
Ni,p (u)ωi∑n
j=0Nj,p (u)ωj
, ✭✸✳✸✮
❛✈❡❝ C (u) = {C(1) (u) , C(2) (u) , C(3) (u)} ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝❛rtés✐❡♥♥❡s ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡
◆❯❘❇❙ ❛✉ ♣❛r❛♠ètr❡ u✱ ωi ❧❡ ♣♦✐❞s ❛✛❡❝té ❛✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ Pi = {P (1)i , P (2)i , P (3)i }✳ ▲✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡s n + 1 ♣♦✐♥ts r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♣♦❧②❣♦♥❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡t ❧❡s Ni,p (u) s♦♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡
❜❛s❡✱ ❞é✜♥✐❡s ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Ni,0 (u) =
{
1, si Ui ≤ u < Ui+1,
0, sinon,
Ni,τ (u) =
u− Ui
Ui+τ − UiNi,τ−1 (u) +
Ui+τ+1 − u
Ui+τ+1 − Ui+1Ni+1,τ−1 (u) ,
i = 0, ..., n, τ = 1, ..., p.
✭✸✳✹✮
♦ù Ui ❡st ❧❛ i❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞✉ ❦♥♦t✲✈❡❝t♦r ♥♦♥✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❡t ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
U = {a, ..., a︸ ︷︷ ︸
p+1
, Up+1, ..., Um−p+1, b, ..., b︸ ︷︷ ︸
p+1
}. ✭✸✳✺✮
✸✽
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥♦t❡r q✉❡ s❛ t❛✐❧❧❡ ❡st m+ 1✱ ❛✈❡❝ ✿
m = n+ p+ 1. ✭✸✳✻✮
■❧ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ♥♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ré❡❧s✱ ❛♣♣❡❧és ✧♥♦❡✉❞s✧✱ ♦✉ ❦♥♦ts ❡♥
❛♥❣❧❛✐s✱ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥t❡r♣rété❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✐s❝r❡t ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ u ❡t
❞✐✈✐s❛♥t ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❡♥ ❛r❝s✳ ❈❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❦♥♦ts ♣❡✉t ❛✈♦✐r ✉♥❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té λ✳ P♦✉r ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉
❞♦❝✉♠❡♥t ♥♦✉s ❛❞♦♣t❡r♦♥s ✉♥❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✜①❛♥t a = 0 ❡t b = 1✱ ❧❡ ❦♥♦t✲✈❡❝t♦r ❛②❛♥t
❞♦♥❝ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
U = {0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
p+1
, Up+1, ..., Um−p+1, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
p+1
}. ✭✸✳✼✮
✭❛✮ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉ ❑♥♦t✲✈❡❝t♦r ✉♥✐✲
❢♦r♠❡ UA
✭❜✮ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉ ❑♥♦t✲✈❡❝t♦r ❛✈❡❝
✉♥❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té λ = 2 UB
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✕ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❢♦r♠❡ ♣♦✉r ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❇✲❙♣❧✐♥❡s✴◆❯❘❇❙ ❞❡ ❞❡❣ré p = 3 ❡t ❞✬✐♥❞✐❝❡
♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ n = 9
P❛r♠✐ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés q✉✐ ré❣✐ss❡♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❢♦r♠❡✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été
❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥✐té ✿
n∑
i=0
Ni,p (u) = 1, ∀u ∈ [0, 1] . ✭✸✳✽✮
❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♣❡r♠❡t ❞✬ét❛❜❧✐r ❞❡✉① ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ✐♥tér❡ss❛♥ts✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t q✉❡
❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐❞s {ωi} s♦✐t ❧❛ ♠ê♠❡✱ ❧✬éq✳ ✭✸✳✶✮ s❡ s✐♠♣❧✐✜❡ ❡t ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡
r❡tr♦✉✈❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ré❣✐ss❛♥t ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❇✲❙♣❧✐♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré p ✿
C (u) =
n∑
i=0
Ni,p (u)Pi, 0 ≤ u ≤ 1 ✭✸✳✾✮
❉❡ ♣❧✉s✱ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ❦♥♦t✲✈❡❝t♦r ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ U = {0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
p+1
, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
p+1
}✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❇é③✐❡rs✳ ▲❡s ◆❯❘❇❙ s♦♥t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❇é③✐❡rs ❡t ❞❡s
✸✾
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✕ ❈♦✉r❜❡s ❇✲❙♣❧✐♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré p = 3 ❡t ❞✬✐♥❞✐❝❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ n = 9
♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❦♥♦t✲✈❡❝t♦rs UA ❡t UB
❇✲❙♣❧✐♥❡s✱ ❞♦♥t ❧✬❛ttr❛✐t ♠❛❥❡✉r ❡st ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té à r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡①❛❝t❡ ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ❝♦♥✐q✉❡s
✭♣❛r❛❜♦❧❡s✱ ❤②♣❡r❜♦❧❡s✱ ❡❧❧✐♣s❡s✮ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❞❡✉① ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s q✉✐ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t
q✉❡ ❧❡s ❛♣♣r♦①✐♠❡r✳
❆✜♥ ❞❡ ❝❧❛r✐✜❡r ❧✬❡✛❡t ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ✉♥❡ sér✐❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s
s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❡①❡♠♣❧❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❇✲❙♣❧✐♥❡ ✭{ωi} = 1✮ ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞❡❣ré p = 3 ❡t 10 ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ (n = 9)✳ ❈❤❛q✉❡ ❝♦✉r❜❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥
❦♥♦t✲✈❡❝t♦r ❞✐✛ér❡♥t✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ét❛♥t ✉♥✐❢♦r♠❡ ✿
UA = {0, 0, 0, 0, 0.14, 0.29, 0.43, 0.57, 0.71, 0.86, 1, 1, 1, 1} , ✭✸✳✶✵✮
❡t ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♣♦ssé❞❛♥t ✉♥ ♥÷✉❞ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té λ = 2 ✭U7 = U8✮✱
UB = {0, 0, 0, 0, 0.14, 0.29, 0.43, 0.57, 0.57, 0.86, 1, 1, 1, 1} . ✭✸✳✶✶✮
▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❢♦r♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s à ❧❛ ✜❣✳ ✸✳✶✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦✉r❜❡s
♦❜t❡♥✉❡s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s à ❧❛ ✜❣✳ ✸✳✷✳ ❈❡s ❞❡✉① ✜❣✉r❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬✐❧❧✉str❡r q✉❡❧q✉❡s ✉♥❡s ❞❡s
♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❇✲❙♣❧✐♥❡s ❡t ◆❯❘❇❙ ✿
✹✵
❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✕ ❊✛❡t ❞✉ ♣♦✐❞s s✉r ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ◆❯❘❇❙ à ❞❡❣ré✱ ❦♥♦t✲✈❡❝t♦r ❡t ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡
✜①és
• Pr♦♣r✐été ❞❡ s✉♣♣♦rt ❧♦❝❛❧✳ ▲❛ ✜❣✳ ✸✳✶ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜s❡r✈❡r q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ s♦♥t
❞é✜♥✐❡s s✉r ✉♥ s✉♣♣♦rt ❧♦❝❛❧ ✭✐✳❡✳ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ s♦♥t ♥✉❧❧❡s ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥
✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ u✮✳ ▲❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡ s✉♣♣♦rt ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉
❦♥♦t✲✈❡❝t♦r ❡t ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❬✷❪ ✿
Ni,p (u) 6= 0 si u ∈ [Ui, Ui+p+1[ . ✭✸✳✶✷✮
P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ❞é♣❧❛❝❡r ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱ ♦✉ ♠♦❞✐✜❡r ❧❡ ♣♦✐❞s q✉✐ ❧✉✐ ❡st ❛ss♦❝✐é✱
♥✬❛ q✉✬✉♥ ✐♠♣❛❝t ❧♦❝❛❧ s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❇é③✐❡rs ♦ù
❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡♥tr❛✐♥❡ ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡✳
• Pr♦♣r✐été ❞✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ét❛♥t✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ♣♦s✐t✐✈❡s✱ ❡t ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥✐té✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r q✉✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡
◆❯❘❇❙ ✭♦✉ ❇✲❙♣❧✐♥❡✮ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞✉ ♣♦❧②❣♦♥❡ ❞❡
❝♦♥trô❧❡ ❬✷❪✳
• Pr♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❡t ❞❡ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ Ni,p (u) ❡st p−λ ❢♦✐s ❞ér✐✈❛❜❧❡
à ✉♥ ♥÷✉❞ ❞♦♥♥é ❬✷❪✱ λ ét❛♥t ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞✉ ♥÷✉❞✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ r❡♠❛rq✉❡r q✉✬❛✉❣✲
♠❡♥t❡r ❧❡ ❞❡❣ré ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞✬✉♥ ❦♥♦t ❧❛ ❞✐♠✐♥✉❡✳ ■❧ ❡st
✹✶
❞♦♥❝ é✈✐❞❡♥t q✉❡ ❧❡ ❦♥♦t✲✈❡❝t♦r ❛ ✉♥ ✐♠♣❛❝t ✐♠♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡✱ ❡t ❞♦♥❝
s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ✜♥❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ◆❯❘❇❙ ♦❜t❡♥✉❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❞é♠♦♥tr❛❜❧❡
✭♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✮ ❬✷❪ q✉❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
N
′
i,p =
p
Ui+p − UiNi,p−1(u)−
p
Ui+p+1 − Ui+1Ni+1,p−1(u) ✭✸✳✶✸✮
• Pr♦♣r✐été ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✣♥❡ ❡t ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ▲❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛✣♥❡s✱
t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧✬❤♦♠♦t❤ét✐❡✱ s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛✉①
♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ▲❡s ❝♦✉r❜❡s ◆❯❘❇❙ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s ♣❛r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡t ♥♦✲
t❛♠♠❡♥t ♣❛r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳
▲❡ s❡❝♦♥❞ ❡①❡♠♣❧❡ ♣rés❡♥t❡✱ s✉r ❧❛ ✜❣✳ ✸✳✸✱ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ♣♦✐❞s s✉r ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡
◆❯❘❇❙✳ ❉❡ ♣❛rt ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ s✉♣♣♦rt ❧♦❝❛❧✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉
♣♦✐❞s ω3 ❛✛❡❝té ❛✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ P3 à ✉♥ ✐♠♣❛❝t très ❧♦❝❛❧✐sé✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s❡✉❧ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡
❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞♦♥t ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ u ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉ s✉♣♣♦rt ❧♦❝❛❧ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ❧✐é❡s à ❝❡ ♣♦✐♥t
❞❡ ❝♦♥trô❧❡ s♦♥t ♠♦❞✐✜és✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ ♥♦t❛♠♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s à ♣❛rt✐r
❞✉ 5❡ ♥÷✉❞✳ ■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ♣♦✐❞s ❛✛❡❝té à ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡
❝♦♥trô❧❡ ❛ ♣♦✉r ❡✛❡t ✧❞✬❛tt✐r❡r✧ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ✈❡rs ❝❡ ♣♦✐♥t✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❝❡ ♣♦✐❞s ❛ t❡♥❞❛♥❝❡
à ✧❧✬é❧♦✐❣♥❡r✧✳
◆♦✉s ✐♥s✐st♦♥s s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ◆❯❘❇❙ ♥❡ s❡ ❧✐♠✐t❡♥t ♣❛s à ❝❡❧❧❡s
❧✐sté❡s ❝✐✲❞❡ss✉s ♠❛✐s ❡❧❧❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❡t ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ♣♦✉r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡
❝❡tt❡ t❤ès❡✳ P♦✉r ✉♥ ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐ss❡♠❡♥t ❞✉ s✉❥❡t✱ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ❡st r❡♥✈♦②é ✈❡rs ❧❡s ré❢ér❡♥❝❡s ❬✷✱✷✵✺❪✳
✸✳✷✳✷ ❙✉r❢❛❝❡s
▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ◆❯❘❇❙ ♣❡✉t s❡ ❞é❞✉✐r❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡s ❝♦✉r❜❡s✳
❆✐♥s✐✱ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ét❛❜❧✐❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr❛♥s♣♦sé❡s ❛✉ ❝❛s ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❡t ❧❛
❢♦r♠❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
S
(
u(1), u(2)
)
=
∑n1
i1=0
∑n2
i2=0
Ni1,p1
(
u(1)
)
Ni2,p2
(
u(2)
)
ωi1,i2Pi1,i2∑n1
j1=0
∑n2
j2=0
Nj1,p1
(
u(1)
)
Nj2,p2
(
u(2)
)
ωj1,j2
,
(
u(1), u(2)
)
∈ [0, 1] ,
✭✸✳✶✹✮
q✉✐ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ♠✐s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝♦♥❞❡♥sé❡ ✿
S
(
u(1), u(2)
)
=
n1∑
i1=0
n2∑
i2=0
Ri1,i2
(
u(1), u(2)
)
Pi1,i2 ,
(
u(1), u(2)
)
∈ [0, 1] , ✭✸✳✶✺✮
❛✈❡❝ Ri1,i2
(
u(1), u(2)
)
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❧✐é❡ ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ Ni1,p1
(
u(1)
)
❡t Ni2,p2
(
u(2)
)
♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Ri1,i2
(
u(1), u(2)
)
=
Ni1,p1
(
u(1)
)
Ni2,p2
(
u(2)
)
ωi1,i2∑n1
j1=0
∑n2
j2=0
Nj1,p1
(
u(1)
)
Nj2,p2
(
u(2)
)
ωj1,j2
. ✭✸✳✶✻✮
❉❛♥s ❧✬éq✳ ✭✸✳✶✹✮✱ S
(
u(1), u(2)
) ∈ R3 r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝❛rtés✐❡♥♥❡s ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛
s✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s u(1) ❡t u(2)✱ t❛♥❞✐s q✉❡ p1 ❡t p2 r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❝❡tt❡
✹✷
s✉r❢❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s u(1) ❡t u(2) r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ωi1,i2 ❡st ❧❡ ♣♦✐❞s r❡❧✐é ❛✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡
Pi1,i2 =
{
P
(1)
i1,i2
, P
(2)
i1,i2
, P
(3)
i1,i2
}
♦ù P (j)i1,i2 ✱ j = 1, 2, 3✱ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝❛rtés✐❡♥♥❡s ❞✉
♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❢♦r♠❡♥t ✉♥ ♣♦❧②❣♦♥❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡
♣♦✉r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s✱ ❧❡ rés❡❛✉ ❞❡s (n1 + 1) × (n2 + 1) ♣♦✐♥ts ❢♦r♠❡ ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥ rés❡❛✉
❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ❈❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s u(1) ❡t u(2)✱ ♥é❝❡ss✐t❡ s❛ ♣r♦♣r❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡✱ ✐✳❡✳ Ni1,p1
(
u(1)
)
❡t Ni2,p2
(
u(2)
)
❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❧✬éq✳ ✭✸✳✹✮✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✉♥❡
s✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙✱ ♦✉ ❇✲❙♣❧✐♥❡✱ ❞♦✐t ❛✈♦✐r ❞❡✉① ❦♥♦t✲✈❡❝t♦rs ❞✐st✐♥❝ts ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s
♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✱ ✐✳❡✳ 

U(1) = {0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
p1+1
, U
(1)
p1+1
, ..., U
(1)
m1−p1+1
, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
p1+1
},
U(2) = {0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
p2+1
, U
(2)
p2+1
, ..., U
(2)
m2−p2+1
, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
p2+1
},
✭✸✳✶✼✮
❞❡ t❛✐❧❧❡ m1 +1 ❡t m2 +1 r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❈❡s ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs✱ m1 ❡t m2✱ s♦♥t ❧✐és ❛✉① ❞❡❣rés ❛✐♥s✐
q✉✬❛✉① ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣❛r ❧✬éq✳ ✭✸✳✻✮✳ ▲❡s ❞❡❣rés ❡t ♥♦♠❜r❡s
❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❧❡s ❞❡✉① ❦♥♦t✲✈❡❝t♦rs s♦♥t
❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❧✬✉♥ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳
▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ◆❯❘❇❙ s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✉① s✉r❢❛❝❡s ◆❯❘❇❙✱ ❛✐♥s✐ ❧❛
♣r♦♣r✐été ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥✐té ❞❡✈✐❡♥t✱
n1∑
i1=0
n2∑
i2=0
Ni1,p1
(
u(1)
)
Ni2,p2
(
u(2)
)
= 1, ∀
(
u(1), u(2)
)
∈ [0, 1]2 . ✭✸✳✶✽✮
❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ◆❯❘❇❙ ✐♥❝❧✉t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s
s✉r❢❛❝❡s ❇✲❙♣❧✐♥❡s✱ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧♦rsq✉❡ t♦✉s ❧❡s ♣♦✐❞s
ωi1,i2 s♦♥t ✜①és à ❧❛ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r ❡t ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧✬éq✳ ✭✸✳✶✽✮ ❞❛♥s ❧✬éq✳ ✭✸✳✶✹✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
S
(
u(1), u(2)
)
=
n1∑
i1=0
n2∑
i2=0
Ni1,p1
(
u(1)
)
Ni2,p2
(
u(2)
)
Pi1,i2 ,
(
u(1), u(2)
)
∈ [0, 1]2 . ✭✸✳✶✾✮
▲❛ ✜❣✳ ✸✳✹ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ très s✐♠♣❧❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡s ◆❯❘❇❙ ❡t ❇✲❙♣❧✐♥❡ ✭❧❡ ❧❡❝t❡✉r ✐♥tér❡ssé
♣❡✉t s❡ ré❢ér❡r ❛✉ ❧✐✈r❡ ❬✷❪ ♣♦✉r ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐r ❧❡ s✉❥❡t s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❇✲❙♣❧✐♥❡ ❡t ◆❯❘❇❙✮✳
▲❡s ❞❡✉① s✉r❢❛❝❡s ♦♥t été ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s ❞❡❣rés✱ ❧❡s ♠ê♠❡s ❦♥♦t✲✈❡❝t♦rs ❡t ❧❡ ♠ê♠❡
rés❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✭✐✳❡✳ ❧❡s ♠ê♠❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✮✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❡s ♣♦✐❞s ❛✛❡❝tés ❛✉① ❞❡✉①
❞✐✛ér❡♥ts ✧♣✐❝s✧ s♦♥t ❞✐✛ér❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ◆❯❘❇❙ ❞❡ ❧❛ ✜❣✳ ✸✳✹❜✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡
r❡♠❛rq✉❡r ✈✐s✉❡❧❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡ ♣♦✐❞s ❛ss♦❝✐é ❛✉ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♣✐❝ ❛ été ❞✐♠✐♥✉é ✭✐♥❢ér✐❡✉r à ✶✮
❛❧♦rs q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞✉ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣✐❝ ❛ été ❛✉❣♠❡♥té ✭s✉♣ér✐❡✉r à ✶✮✳ ▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡
◆❯❘❇❙ ✈✐s à ✈✐s ❞❡s ♣♦✐❞s ❡st ❞♦♥❝ ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ◆❯❘❇❙ ✿ ♣❧✉s ❧❡ ♣♦✐❞s ωi1,i2
❡st é❧❡✈é✱ ♣❧✉s ❧❛ s✉r❢❛❝❡ s❡r❛ ✧❛tt✐ré❡✧ ♣❛r ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ Pi1,i2 ❡t✱ à ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ♣❧✉s ✐❧ s❡r❛
❜❛s✱ ♣❧✉s ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ✈❛ s✬é❧♦✐❣♥❡r ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳
▲❡s ♣r♦♣r✐étés é♥♦♥❝é❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ◆❯❘❇❙ r❡st❡♥t ✈❛❧❛❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡s
s✉r❢❛❝❡s ✿
✹✸
✭❛✮ ❙✉r❢❛❝❡ ❇✲❙♣❧✐♥❡ {ωi1,i2 = 1} ✭❜✮ ❙✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ {ω7,5 =
1
2
, ω3,4 = 3}
❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡s ◆❯❘❇❙ ❡t ❇✲❙♣❧✐♥❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s ❞❡❣rés✱ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡
❡t ❦♥♦t✲✈❡❝t♦r
• Pr♦♣r✐été ❞❡ s✉♣♣♦rt ❧♦❝❛❧✳ ❈♦♠♠❡ Nik,pk
(
u(k)
)
= 0 s✐ u(k) ❡st ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡[
U
(k)
ik
, U
(k)
ik+pk+1
[
✱ k = 1, 2✱ ✐❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡ ✿
Ri1,i2
(
u(1), u(2)
)
6= 0 ⇔
(
u(1), u(2)
)
∈
[
U
(1)
i1
, U
(1)
i1+p1+1
[
×
[
U
(2)
i2
, U
(2)
i2+p2+1
[
. ✭✸✳✷✵✮
▲❡ r❡❝t❛♥❣❧❡ ♦✉✈❡rt
[
U
(1)
i1
, U
(1)
i1+p1+1
[
×
[
U
(2)
i2
, U
(2)
i2+p2+1
[
❡st ❧❡ s✉♣♣♦rt ❧♦❝❛❧ ❛ss♦❝✐é ❛✉ ♣♦✐♥t
❞❡ ❝♦♥trô❧❡ Pi1,i2 ✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ♦❜s❡r✈é s✉r ❧❛ ✜❣✳ ✸✳✹ ♦ù ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡s ♣♦✐❞s ❡st
❧♦❝❛❧✐sé ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ③♦♥❡ ❛✉t♦✉r ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛✉①q✉❡❧s ✐❧s s♦♥t r❡❧✐és ❛❧♦rs
q✉❡ ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❇✲❙♣❧✐♥❡ ❡t ♣♦✉r ❧❛ ◆❯❘❇❙✳
• Pr♦♣r✐été ❞✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ét❛♥t ♣♦s✐t✐✈❡s ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❡t ❧❛
♣r♦♣r✐été ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥✐té r❡st❛♥t ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s s✉r❢❛❝❡s✱ ✐❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡
❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s s✉r❢❛❝❡s ◆❯❘❇❙ ✭♦✉ ❇✲❙♣❧✐♥❡✮ s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡
❝♦♥✈❡①❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❬✷❪✳
• Pr♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❡t ❞❡ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té✳ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❡t ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té ✈✉❡s
♣♦✉r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t à ❝❤❛q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ Nik,pk
(
u(k)
)
✱ k = 1, 2✳ ❊♥ ♣❛rt✐✲
❝✉❧✐❡r✱ ❧✬éq✳ ✭✸✳✶✸✮ r❡st❡ ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉✬❛✉❣✲
♠❡♥t❡r ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té λk ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ k ❞✐♠✐♥✉❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡
❞✐r❡❝t✐♦♥✳
• Pr♦♣r✐été ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✣♥❡ ❡t ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés ✈✉❡s ♣♦✉r ❧❡s
❝♦✉r❜❡s s♦♥t t♦✉t à ❢❛✐t tr❛♥s♣♦s❛❜❧❡s ❛✉① s✉r❢❛❝❡s✳
✹✹
✸✳✷✳✸ ❍②♣❡rs✉r❢❛❝❡s
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ✐❝✐ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡s ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ◆❯❘❇❙✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
H : RN → RM ✱ ♦ù N ❡st ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡t M ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡
❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜s❡r✈❡r q✉❡ ❧❡ ❝❛s N = 1 ❡t M = 2 ❡st ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡
♣❧❛♥❡ t❛♥❞✐s q✉✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ✸❉ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r N = 1 ❡t M = 3✳ ❇✐❡♥ é✈✐❞❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❝❛s ❞❡s
s✉r❢❛❝❡s ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦✉✈❡rt ♣❛r ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ N = 2 ❡tM = 3✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♦♥ ♣❛r❧❡r❛
❞✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s N > 3 ❡t✴♦✉ M > 3✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ N r❡♣rés❡♥t❡r❛
❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬❡♥tré❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ré❞✉✐t ❛❧♦rs q✉❡ M r❡♣rés❡♥t❡r❛ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡✱ ✐✳❡✳ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦rt✐❡s ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡✳
▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ◆❯❘❇❙ ❞é❝♦✉❧❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡
q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❡r ✈✐s✉❡❧❧❡♠❡♥t✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡
◆❯❘❇❙ H : RN → RM ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
H
(
u(1), ..., u(N)
)
=
∑n1
i1=0
...
∑nN
iN=0
Ni1,p1
(
u(1)
)× ...×NiN ,pN (u(N))ωi1,...,iNPi1,...,iN∑n1
j1=0
...
∑nN
jN=0
Nj1,p1
(
u(1)
)× ...×NjN ,pN (u(N))ωj1,...,jN ,(
u(1), ..., u(N)
) ∈ [0, 1] ,
✭✸✳✷✶✮
q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ♣rés❡♥t❡r s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ré❞✉✐t❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
H
(
u(1), ..., u(N)
)
=
n1∑
i1=0
...
nN∑
iN=0
Ri1,...,iN
(
u(1), ..., u(N)
)
Pi1,...,iN ,
(
u(1), ..., u(N)
)
∈ [0, 1] ,
✭✸✳✷✷✮
♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① Ri1,...,iN
(
u(1), ..., u(N)
)
❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
Ri1,...,iN
(
u(1), ..., u(N)
)
=
Ni1,p1
(
u(1)
)× ...×NiN ,pN (u(N))ωi1,...,iN∑n1
j1=0
...
∑nN
jN=0
Nj1,p1
(
u(1)
)× ...×NjN ,pN (u(N))ωj1,...,jN ,(
u(1), ..., u(N)
) ∈ [0, 1] .
✭✸✳✷✸✮
❉❛♥s ❧✬éq✳ ✭✸✳✷✶✮✱ H
(
u(1) ✱ ...✱ u(N)
)
=
{
H(1)
(
u(1) ✱ ...✱ u(N)
)
✱ ...✱ H(M)
(
u(1) ✱ ...✱ u(N)
)}
❡st
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ M ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡(
u(1), ..., u(N)
)
✱ Nik,pk
(
u(k)
)
s♦♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ❛ss♦❝✐é❡s à ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ k = 1, ..., N ✱
ωi1,...,iN ❡st ❧❡ ♣♦✐❞s ❛ss♦❝✐é ❛✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ Pi1,...,iN =
{
P
(1)
i1,...,iN
, ..., P
(M)
i1,...,iN
}
✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s (n1 + 1) × ... × (nN + 1) ♣♦✐♥ts ❢♦r♠❡ ❧✬❤②♣❡r✲rés❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ❈❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s
♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✱ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ u(k)✱ ♥é❝❡ss✐t❡ s❛ ♣r♦♣r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ❝❛r❛❝tér✐sé❡
♣❛r ✉♥ ❞❡❣ré pk ❡t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ (nk+1) ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱ ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧✬éq✳ ✭✸✳✹✮✳ ❉❡ ♠ê♠❡
q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s s✉r❢❛❝❡s✱ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❦♥♦t✲✈❡❝t♦rs ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ❛✉tr❡s✱ ❧❡s ❞❡❣rés ❡t ♥♦♠❜r❡s
❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❧✬ét❛♥t ❛✉ss✐✳ ▲❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡s ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ❇✲❙♣❧✐♥❡s ❞é❝♦✉❧❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ◆❯❘❇❙ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥✐té✱ ✐✳❡✳✱
n1∑
i1=0
· · ·
nN∑
iN=0
(
N∏
k=1
Nik,pk(u
(k))
)
= 1. ✭✸✳✷✹✮
✹✺
❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❡t ❧❡s s✉r❢❛❝❡s✱ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧✬éq✳ ✭✸✳✷✹✮ ❞❛♥s ❧✬éq✳ ✭✸✳✷✶✮ ❡t ❡♥
✜①❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐❞s {ωi1,...,iN } à ❧❛ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✬✉♥❡
❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❇✲❙♣❧✐♥❡ ✿
H
(
u(1), ..., u(N)
)
=
∑n1
i1=0
...
∑nN
iN=0
Ni1,p1
(
u(1)
)× ...×NiN ,pN (u(N))Pi1,...,iN ,(
u(1), ..., u(N)
) ∈ [0, 1] . ✭✸✳✷✺✮
▲❡s ♣r♦♣r✐étés ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t é♥♦♥❝é❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡t s✉r❢❛❝❡s r❡st❡♥t ✈❛❧❛❜❧❡s
♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ❞❡s ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ◆❯❘❇❙✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ✿
• Pr♦♣r✐été ❞❡ s✉♣♣♦rt ❧♦❝❛❧✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞❡ ❜❛s❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡
[
U
(k)
ik
✱ U (k)ik+pk+1
[
✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Ri1,...,iN
(
u(1), ..., u(N)
)
6= 0⇔
(
u(1), ..., u(N)
)
∈
[
U
(1)
i1
, U
(1)
i1+p1+1
[
× ...×
[
U
(N)
iN
, U
(N)
iN+pN+1
[
.
✭✸✳✷✻✮
❖ù ❧✬❤②♣❡r✲r❡❝t❛♥❣❧❡ ♦✉✈❡rt
[
U
(1)
i1
, U
(1)
i1+p1+1
[
× ...×
[
U
(N)
iN
, U
(N)
iN+pN+1
[
❡st ❧❡ s✉♣♣♦rt ❧♦❝❛❧
❛ss♦❝✐é ❛✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ Pi1,...,iN ✳
• Pr♦♣r✐été ❞✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ét❛♥t ♣♦s✐t✐✈❡s ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❡t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥✐té r❡st❛♥t
✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ◆❯❘❇❙✱ ✐❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t
t♦✉❥♦✉rs ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ ❧✬❤②♣❡r✲rés❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳
• Pr♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❡t ❞❡ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té✳ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❡t ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té ✈✉❡s
♣♦✉r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❡t s✉r❢❛❝❡s s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ❞❡s ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s✱ ❝❤❛q✉❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ Nik,pk
(
u(k)
)
✱ k = 1, ..., N ✱ ❛②❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣r♦♣r✐étés✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡
❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ ❡st pk − λlk ❢♦✐s ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❛✉ ♥÷✉❞ U (k)lk ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ k✱ λlk
ét❛♥t s❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té✳ ◆♦t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❡st ✐♥✜♥✐♠❡♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥tr❡
❝❤❛q✉❡ ❦♥♦t ❡t q✉❡ ❧✬éq✳ ✭✸✳✶✸✮ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ é❣❛❧❡♠❡♥t à ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡✳
• Pr♦♣r✐été ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✣♥❡ ❡t ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés ✈✉❡s ♣♦✉r ❧❡s
❝♦✉r❜❡s ❡t ❧❡s s✉r❢❛❝❡s s♦♥t t♦✉t à ❢❛✐t tr❛♥s♣♦s❛❜❧❡s ❛✉① ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ◆❯❘❇❙✳
❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦✉t✐❧s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❡t s✉r❢❛❝❡s ◆❯❘❇❙✱
❞❡ ♣❛rt ❧❡✉r ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❞❡ ❈❆❖✱ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❤②♣❡r✲
s✉r❢❛❝❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❞é✈❡❧♦♣♣é✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r♦✉t✐♥❡s
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❧❡s tr❛✐t❡r✳ ▲❡s ♣r❡♠✐❡rs ❡ss❛✐s✱ ❡✛❡❝t✉és ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ▼❆❚▲❆❇✱ ♥♦✉s ♦♥t très
✈✐t❡ ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ q✉❡ ❝❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ❛❞❛♣té ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s
✭♥♦t❛♠♠❡♥t q✉❛♥❞ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ N ❛✉❣♠❡♥t❡✮✱ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣❛r❝❡
q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t ❡t ❞♦♥❝ ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t ✈❡❝t♦r✐s❛❜❧❡s✳ ▲❡s r♦✉✲
t✐♥❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ét❛♥t ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣r♦♣♦sés ♣❛r ❬✷❪✱ ♣rés❡♥tés ❡♥ ❧❛♥❣❛❣❡
❈✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❧❡s ❝♦❞❡r ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❈✰✰ ✭❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ✉t✐❧✐s❡r✱ à t❡r♠❡s✱ ❧❛ ♣r♦✲
❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♦r✐❡♥té❡ ♦❜❥❡t✮✳ ■❧ ❡st✱ ❞❡ ♣❧✉s✱ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦❞é❡s ❡♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❈✱
❈✰✰ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❋❖❘❚❘❆◆ ❞❛♥s ▼❆❚▲❆❇✱ ❣râ❝❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ✜❝❤✐❡r ✧♠❡①✧ ❬✷✵✻❪✱ ❝♦♠♠❡
s✐ ❡❧❧❡s ét❛✐❡♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ▼❆❚▲❆❇✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❛ ❞♦♥❝ été ❢❛✐t ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❝❡s
r♦✉t✐♥❡s ❞❛♥s ❧❡ ❢♦r♠❛t ✧♠❡①✧ ❛❞❛♣té ❛✉ ❈✰✰✱ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❛ ✈❡rs❛t✐❧✐té ❞❡ ▼❆❚▲❆❇
✹✻
❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❡t ❞✬êtr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✐♥t❡r❢❛❝é ❛✈❡❝ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣és à ❧✬■✷▼
❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✳ ❈✐✲❛♣rès✱ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s r♦✉t✐♥❡s✱ ✉t✐❧✐sé❡s ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡
❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙✱ s♦♥t ❢♦✉r♥✐❡s s♦✉s ❢♦r♠❡s ❞❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ✭❧❡ ❝♦❞❡ ❡♥ ❢♦r♠❛t ✧♠❡①✧ ❡st
❢♦✉r♥✐ ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❆ ✿
• ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ♣♦rté❡ ✭s♣❛♥ ✐♥❞❡① ✮✳ ❈❡t ✐♥❞✐❝❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡[
U
(k)
ik
, U
(k)
ik+1
]
✱ ❞✉ ❦♥♦t ✈❡❝t♦r U(k)✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ s❡ tr♦✉✈❡ ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ u(k)
✭✐✳❡✳ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ik t❡❧ q✉❡ u(k) ∈
[
U
(k)
ik
, U
(k)
ik+1
]
✮✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧✉✐ ♣r♦♣♦sé
♣❛r ❬✷❪ ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆✷✳✶ ♣✳✻✽✮ ❡t ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ k ❞❡
❧✬❡s♣❛❝❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ✿
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❈❛❧❝✉❧❛t❡ ik = ✜♥❞❙♣❛♥(nk, pk, u(k),U(k))
■♥♣✉t ✿ nk +1 ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts ❛❧♦♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ k✱ pk ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥
❛❧♦♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ k✱ u(k) ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛❧♦♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ k ❛♥❞ U(k) ❦♥♦t ✈❡❝t♦r ♦❢
nk + pk + 2 ✈❛❧✉❡s ❛❧♦♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ k✳
❖✉t♣✉t ✿ ik s♣❛♥ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ u(k) ❛❧♦♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ k✳
✐❢ u(k) = U (k)[nk+1] t❤❡♥ ✴✴ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥❞❡①❡s ♦❢ ✈❡❝t♦rU(k) ❛r❡ ✐♥ {0, ..., nk + pk + 1}
r❡t✉r♥ nk
❡❧s❡
low = pk
high = nk + 1
mid =
low + high
2
✇❤✐❧❡ u(k) < U (k)[mid] ♦r u(k) ≥ U (k)[mid+ 1] ❞♦
✐❢ u(k) < U (k)[mid] t❤❡♥
high = mid
❡❧s❡
low = mid
❡♥❞ ✐❢
mid =
low + high
2
❡♥❞ ✇❤✐❧❡
r❡t✉r♥ mid
❡♥❞ ✐❢
• ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡✳ ▲✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ♣♦rté❡ ❛②❛♥t été tr♦✉✈é❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r
❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ❛ss♦❝✐é❡s à ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ u(k)✳ ❯♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥tr❡✲
❡❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t êtr❡ ♥✉❧❧❡s ✭❝❢✳ ♣r♦♣r✐été ❞❡ s✉♣♣♦rt ❧♦❝❛❧✮ ❡t ❧❛ r♦✉t✐♥❡ ♣❡r♠❡t ❞❡
❝❛❧❝✉❧❡r s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s pk +1 ✈❛❧❡✉rs ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s✳ ❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❡st ❝❡❧✉✐ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❬✷❪ ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆✷✳✷ ♣✳✼✵✮ ❡t ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ k ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ✿
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ❈❛❧❝✉❧❛t❡ N(k)
u(k)
= ❜❛s✐s❋✉♥(ik, u(k), pk,U(k))
✹✼
■♥♣✉t ✿ ik s♣❛♥ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝♦♦r❞✐❛♥t❡ u(k) ❛❧♦♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ k✱ u(k) ♣❛r❛♠❡tr✐❝
❝♦♦r❞✐♥❛t❡✱ pk ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ k ❛♥❞ U(k) ❦♥♦t ✈❡❝t♦r ♦❢
nk + pk + 2 ✈❛❧✉❡s ❛❧♦♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ k✳
❖✉t♣✉t ✿ N(k)
u(k)
✈❡❝t♦r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ pk+1 ♥♦♥✲③❡r♦ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞
t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ u(k) ❛♥❞ t❤❡ ❦♥♦t ✈❡❝t♦r U(k)✳
N
(k)
u(k)
[0] = 1
❢♦r s = 1 : pk ❞♦
left[s] = u(k) − U (k)[ik + 1− s]
right[s] = U (k)[ik + s]− u(k)
saved = 0
❢♦r r = 0 : s ❞♦
temp =
N
(k)
u(k)
[r]
right[r + 1] + left[s− r]
N
(k)
u(k)
[r] = saved+ right[r + 1]× temp
saved = left[s− r]× temp
❡♥❞ ❢♦r
N
(k)
u(k)
[s] = saved
❡♥❞ ❢♦r
r❡t✉r♥ N(k)
u(k)
• ❈❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ✉t✐❧✐s❡
N ❢♦✐s ❧❡s ❞❡✉① r♦✉t✐♥❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ N ét❛♥t ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡✳ ▲✬❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ ♣rés❡♥té ✐❝✐ ❡st ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆✸✳✺ ✭♣✳✶✵✸✮
❞❡ ❬✷❪ ❡t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s M ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ ✿
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ ❈❛❧❝✉❧❛t❡ H = ❤②♣❡r❙✉r❢❛❝❡P♦✐♥t(n1✱ p1✱ u1✱ U(1)✱ . . .✱ nN ✱ pN ✱ uN ✱ U(N)✱
ω✱ P1✱ . . .✱ PM )
■♥♣✉t ✿ nk+1 t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts✱ pk ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥✱ u(k) ♣❛r❛♠❡tr✐❝
❝♦♦r❞✐♥❛t❡✱U(k) ❦♥♦t ✈❡❝t♦r ♦❢ nk+pk+2 ✈❛❧✉❡s ❛❧♦♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ k✱ ✇✐t❤ k = 1, ..., N ✱ ω N ✲
❉ ❛rr❛② ♦❢ ✇❡✐❣❤ts ❛♥❞ P1, . . . , PM ❛rr❛②s ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛❧♦♥❣ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡
❛①✐s 1, . . . ,M ✳
❖✉t♣✉t ✿ H ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ♣♦✐♥t ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛t ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s u = (u(1)✱ . . .✱
u(N))✳
❢♦r k = 1 : N ❞♦
spank = ✜♥❞❙♣❛♥(nk, pk, u(k),U(k))
N
(k)
u(k)
= ❜❛s✐s❋✉♥(spank, u(k), pk,U(k))
indk = spank − pk
❡♥❞ ❢♦r
temp1[N − 1] = 0
✳✳✳
tempM [N − 1] = 0
W [N − 1] = 0
✹✽
❢♦r iN = 0 : pN ❞♦
temp1[N − 2] = 0
✳✳✳
tempM [N − 2] = 0
W [N − 2] = 0
❢♦r iN−1 = 0 : pN−1 ❞♦
✳✳✳
❢♦r i2 = 0 : p2 ❞♦
temp1[0] = 0
✳✳✳
tempM [0] = 0
W [0] = 0
❢♦r i1 = 0 : p1 ❞♦
temp1[0] = temp1[0] + N
(1)
u(1)
[i1] × ω[ind1 + i1, . . . , indN + iN ] × P1[ind1 +
i1, . . . , indN + iN ]
✳✳✳
tempM [0] = tempM [0] + N
(1)
u(1)
[i1] × ω[ind1 + i1, . . . , indN + iN ] × PM [ind1 +
i1, . . . , indN + iN ]
W [0] = W [0] +N
(1)
u(1)
[i1]× ω[ind1 + i1, . . . , indN + iN ]
❡♥❞ ❢♦r
temp1[1] = temp1[1] +N
(2)
u(2)
[i2]× temp1[0]
✳✳✳
tempM [1] = tempM [1] +N
(2)
u(2)
[i2]× tempM [0]
W [1] = W [1] +N
(2)
u(2)
[i2]×W [0]
❡♥❞ ❢♦r
✳✳✳
❡♥❞ ❢♦r
temp1[N − 1] = temp1[N − 1] +N (N)u(N) [iN ]× temp1[N − 2]
✳✳✳
tempM [N − 1] = tempM [N − 1] +N (N)u(N) [iN ]× tempM [N − 2]
W [N − 1] = W [N − 1] +N (N)
u(N)
[iN ]×W [N − 2]
❡♥❞ ❢♦r
H =
{
temp1[N − 1]
W [N − 1] , . . . ,
tempM [N − 1]
W [N − 1]
}
r❡t✉r♥ H
❈❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡
✭✐✳❡✳ ❞✬✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✮ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
♣❛r❛♠ètr❡s ✿
• ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ nk + 1 ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ k = 1, ..., N ✱ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡
♣❛r❛♠étr✐q✉❡✱
✹✾
• ▲❡ ❞❡❣ré ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ pk ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ k = 1, ..., N ✱ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣❛r❛♠é✲
tr✐q✉❡✱
• ▲❡s ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs U(k) ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ k = 1, ..., N ✱ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡✱
• ▲❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ P(j)i1,...,iN ✱ ik = 0, . . . , nk✱ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
j = 1, . . . ,M ✱ ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡
• ▲❡s ♣♦✐❞s ωi1,...,iN ✱ ik = 0, . . . , nk✱ q✉✐ ❧❡✉rs s♦♥t ❛ss♦❝✐és✳
▲✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ♠❛❥❡✉r ❡st q✉❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s t♦✉t à ❢❛✐t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❡t✱ ❡♥ ♣❛rt✐✲
❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❦♥♦t ✈❡❝t♦r U(k) ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✐é❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ nk + 1
❡t ❛✉ ❞❡❣ré pk ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✻✮✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s ❝♦❧❧❡❝t❛♥t
❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡t ❧❡s ♣♦✐❞s ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡s nk✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐✱ ❞❛♥s
❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛❝t✉❡❧❧❡s✱ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s♦♥t ❢❛✐t❡s s✉r ❝❡rt❛✐♥s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛✜♥
q✉❡ ❧❡s s❡✉❧s ♣❛r❛♠ètr❡s à ✐❞❡♥t✐✜❡r s♦✐❡♥t ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ nk +1 ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❡✉rs ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❧❡s
❞❡❣rés s♦♥t ✜①és ❡t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡s ♣♦✐❞s✱ s♦♥t ❞ét❡r✲
♠✐♥é❡s ♣❛r ❞❡s rè❣❧❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ❬✶✱✷❪✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥
❞❡ s②stè♠❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❡t ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐és✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹
q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✉♥❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡
✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡✱ ❛②❛♥t ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❞❡ ♣♦ssé❞❡r ♣❧✉s✐❡✉rs
t②♣❡s ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s✳
✸✳✷✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s s✉r ❧❡s ❡♥t✐tés ◆❯❘❇❙
▲❡s ❝♦✉r❜❡s ❡t ❧❡s s✉r❢❛❝❡s ◆❯❘❇❙ s♦♥t ✈✉❡s✱ ♣❛r ❝❡rt❛✐♥s✱ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡s ✧❡♥❢❛♥ts✧ ❞❡s
❡♥t✐tés ❇✲❙♣❧✐♥❡s✱ ❡❧❧❡s✲♠ê♠❡s ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ✧❡♥❢❛♥ts✧ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡t s✉r✲
❢❛❝❡s ❞❡ ❇é③✐❡rs✳ ◆♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❡♥ ❡✛❡t ✈✉ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ◆❯❘❇❙ ✐♥❝❧✉t ❞❛♥s s♦♥
❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥ts✳ ▲❡s ❡♥t✐tés ◆❯❘❇❙ r❡♣rés❡♥t❡♥t✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥❡ é✈♦❧✉t✐♦♥
✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❝❛r ❡❧❧❡s s♦♥t ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①❛❝t❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s q✉❡
❧❡s ❇✲❙♣❧✐♥❡s s♦♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❝❛♣❛❜❧❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❡r✳ ❈❡❝✐✱ ❛ss♦❝✐é ❛✉① ♣r♦♣r✐étés ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✣♥❡ ❡t à ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❡①♣❧✐q✉❡ ❧❡✉r ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ♠❛s✲
s✐❢ ❞❛♥s ❧❡s ♦✉t✐❧s ❈❆❖ ♦ù ❡❧❧❡s s♦♥t ❞❡✈❡♥✉❡s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡t s✉r❢❛❝❡s✳
▲❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✐sé ❞❡s ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❡st✱ q✉❛♥t à ❧✉✐✱ ❜✐❡♥
♠♦✐♥s st❛♥❞❛r❞✐sé✳ ■❧ ❡①✐st❡ q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ◆❯❘❇❙ ❞♦♥t ❬✶✸✼❪
♣♦✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛♥✐♠❛t✐♦♥ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❬✷✵✼✕✷✶✵❪✳
❊❧❧❡s ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t été ré❝❡♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡
❞❡s ❝♦♠♣♦s✐t❡s à r✐❣✐❞✐té ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❜t❡♥✉s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❆❋P ✭❛✉t♦♠❛t❡❞ ✜❜r❡ ♣❧❛✲
❝❡♠❡♥t✮ ❬✶✼✱ ✶✽✱ ✷✶✶✱ ✷✶✷❪✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❝❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❞❡
❢❛ç♦♥ très ❣é♥ér❛❧❡✱ ❡t s❛♥s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❛✉❝✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛tr✐❝❡✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣❤②✲
s✐q✉❡ ❞❡ ❞✐✈❡rs s②stè♠❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡✳ ❆ ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ♠ê♠❡
s✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❛❧❣♦rt✐❤♠❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡t ❞❡s
s✉r❢❛❝❡s ❬✷✱✷✵✼❪ ✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s✱ ❤♦r♠✐s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❚✉r♥❡r ❬✶❪✱ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡
♠♦❞è❧❡ ❜❛sé❡s s✉r ❧❡s ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ◆❯❘❇❙✳
▼ê♠❡ s✐ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ◆❯❘❇❙ ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♥♦✉✈❡❧❧❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐tér❛t✐❢
✉t✐❧✐sé ♣❛r ❚✉r♥❡r ❡st ❜❛sé s✉r ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❡t s✉r❢❛❝❡s✳
✺✵
◆♦t❛♠♠❡♥t✱ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✱ t❡❧s q✉❡ ❧❡s ❞❡❣rés pk ♦✉ ❧❡s ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs✱ s♦♥t ✜①és ♣❛r
❞❡s rè❣❧❡s ♠ét✐❡rs s❛♥s ❛♣♣♦rt❡r ❛✉❝✉♥❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♥❛t✉r❡ ♣❤②s✐q✉❡✴❣é♦♠étr✐q✉❡ ♣❡rt✐♥❡♥t❡✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥♦♥✲❝♦♥✈❡①❡
❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❈❆❖✱ ❧❡s ❡♥t✐tés ◆❯❘❇❙ s♦♥t ❡s✲
s❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❡t s✉r❢❛❝❡s ❡t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐✱ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s é❧❡✈é q✉❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♥❡ ❣é♥èr❡ ♣❛s ❞❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♣♦✉r
❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❛❝t✉❡❧❧❡s ❞❡s ♦r❞✐♥❛t❡✉rs✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ très ♣❡✉ ❞✬ét✉❞❡s ♦♥t été ♠❡♥é❡s ♣♦✉r é✈✐t❡r
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ rè❣❧❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ◆❯❘❇❙✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡s ❤②✲
♣❡rs✉r❢❛❝❡s ◆❯❘❇❙✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡✱ r❡♠❡t ❡♥ ❝❛✉s❡ ❝❡tt❡ t❡♥❞❛♥❝❡ ❡t
❝✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✈✐s❡ à ❢♦✉r♥✐r à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♦♣t✐✲
♠❛✉① ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ s❛♥s ❛✉❝✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛tr✐❝❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡
❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ ♣❛ss❡ ♣❛r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
❞♦♥t ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▲❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❣é♥ér❛❧✐tés
❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❡♠♣❧♦②é❡s ❞❛♥s ♥♦tr❡ ét✉❞❡✳
✸✳✸ ▼ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
✸✳✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
❉❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧✱ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✉ ♠❡✐❧❧❡✉r é❧é♠❡♥t
♣❛r♠✐ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❛✉ r❡❣❛r❞ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ❝r✐tèr❡s✳ ❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♠❛t❤é✲
♠❛t✐q✉❡✱ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ♦✉ ♠❛①✐♠✐s❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢
f q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❈❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ❛♣♣❡❧és ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦✉
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ s❡❧♦♥ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❡t s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r x ∈ Rn✳ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ f
♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡st ♥♦té❡ f(x)✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st très r❛r❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥✲
❣é♥✐❡r✐❡ ❝❛r❛❝tér✐sé s❡✉❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡t s❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡s✳
▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ s✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❡ me ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬é❣❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
hi(x) = 0✱ i = 1, ...,me✱ ❡t✴♦✉ ❞❡ mi ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ gj(x) ≤ 0✱ j = 1, ...,mi✳
❈❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❢♦r♠❛❧✐s❡r ❞❡s ❡①✐❣❡♥❝❡s ♣❤②s✐q✉❡s ♦✉ t❡❝❤♥✐q✉❡s q✉✐ ❞é♣❡♥❞❡♥t
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐❞éré✳ ❯♥ ♣♦✐♥t xf r❡s♣❡❝t❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡st ❞✐t ❢❛✐s❛❜❧❡ t❛♥❞✐s q✉✬✉♥
♣♦✐♥t xu ♥❡ r❡s♣❡❝t❛♥t ♣❛s ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ ♦✉ ♣❧✉s✱ ❡st ❞✐t ✐♥❢❛✐s❛❜❧❡✳ ❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣♦sé ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ✭❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥
♣♦✉✈❛♥t êtr❡ r❛♠❡♥é❡ très s✐♠♣❧❡♠❡♥t à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥✮ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
minx f(x),
s✉❥❡t à ✿

gi(x) ≤ 0, i = 1, ...,mi,
hj(x) = 0, j = 1, ...,me,
xLB ≤ x ≤ xUB.
✭✸✳✷✼✮
❉❛♥s ❧✬éq✳ ✭✸✳✷✼✮✱ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs xLB ❡t xUB r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❜♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s ❡t
s✉♣ér✐❡✉r❡s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧é ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠✲
♠❛t✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♦✉ ❈◆▲PP ♣♦✉r ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ◆♦♥✲▲✐♥❡❛r Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣
✺✶
Pr♦❜❧❡♠✳ ❙❛✉❢ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r très r❛r❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✷✼✮ ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ♣❛s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡
❡t ✐❧ ❢❛✉t ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛❞❛♣té ♣♦✉r ❝❤❡r❝❤❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞é♣❡♥❞
❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢❛❝t❡✉rs ❞♦♥t ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ♦✉ ♥♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
❡t ❧❛ ♥❛t✉r❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭❝♦♥t✐♥✉✐té✱ ❝♦♥✈❡①✐té✱
❧✐♥é❛r✐té✱ ✳✳✳✮✳ ▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❝r✐tèr❡s s♦♥t ❧✐stés ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿
• Prés❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✭s✮✳ ▼ê♠❡ s✐ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬✐♥❣é♥✐❡r✐❡ ✐♠♣❧✐q✉❡♥t ✉♥
❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✈❛r✐été ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s s❛♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❝♦♠♠❡ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬❛❥✉st❡✲
♠❡♥t ❞❡ ❝♦✉r❜❡✳ ❈❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥ ré❡❧ ✐♥térêt ❝❛r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t s♦✉✈❡♥t rés♦❧✉s ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ s❛♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
éq✉✐✈❛❧❡♥t✳
• ▲✐♥é❛r✐té✳ ❙✐ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡t ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ x✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥
❞❡ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❡st q✉✬❡❧❧❡s ♥✬✉t✐❧✐s❡♥t✱ ❛✉ ♣❧✉s✱ q✉❡ ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
♦❜❥❡❝t✐❢s ❡t ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭❡♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❤❡ss✐❡♥♥❡ ♥✬❡st ❝♦♥st✐t✉é q✉❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♥✉❧❧❡s
❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✮✳
• ❈♦♥✈❡①✐té✳ ▲❛ ❝♦♥✈❡①✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❝❛r ❡❧❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❡♥
❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ à ❡♠♣❧♦②❡r ♣♦✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡
❝♦♥✈❡①✐té ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡t ❡st ét❡♥❞✉❡ ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
s✐ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t r❡s♣❡❝té❡s ✿ ❛✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❡st ❝♦♥✈❡①❡ ❀ ❜✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬é❣❛❧✐té hj ✱ j = 1, ...,me s♦♥t ❝♦♥✈❡①❡s ❀ ❝✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬✐♥é❣❛❧✐té
gi✱ i = 1, ...,mi s♦♥t ❝♦♥✈❡①❡s✳
• ❈♦♥t✐♥✉✐té✳ ❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♥t✐♥✉ s✐ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡t
❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t ❝♦♥t✐♥✉❡s ❡t q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s♦♥t ❝♦♥t✐♥✉❡s ❞❛♥s Rn
♦✉ ❞❛♥s ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ Ω ⊂ Rn✳ ▲❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ✈❡♥✐r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❡t✴♦✉ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ❙✐ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ❞✐s❝rèt❡s✱ r❡♣❛rt✐❡s ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t
♦✉ é♣❛r♣✐❧❧é❡s ✭✐✳❡✳ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡✮✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ❛❞❛♣té❡ à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳
• ◆❛t✉r❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ▲❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♦❜❥❡❝t✐❢
❡t ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ♣ré♣♦♥❞ér❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡
s♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ s❡r❛ ✉t✐❧✐sé✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧♦rsq✉✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❝♦♥✈❡①❡ ❡t q✉✬✐❧ ❡st ❝♦♥t✐♥✉✱ ❛❧♦rs
❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s s♦♥t ❧❡s ♣❧✉s ❛❞❛♣tés à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❙✐ ❝❡♣❡♥❞❛♥t
❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ❝❛r❛❝tér✐sé❡s ♣❛r ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡s s♦♥t
❧❡s ♠✐❡✉① ❛❞❛♣tés✳ ❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ♥♦♥✲❝♦♥✈❡①❡s✱ à ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦✉ ❢♦♥❝t✐♦♥s
♥♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡s✱ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❡st ♣❛r❢♦✐s ❧❛ s❡✉❧❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧❛
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳
❖♥ ❞é✜♥✐t ✉♥ ♠✐♥✐♠✐s❡✉r ❣❧♦❜❛❧ x∗g ❞❡ f ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥ ♣♦✐♥t ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❡st
♠✐♥✐♠✐♥❛❧❡ s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢❛✐s❛❜❧❡✱ ✐✳❡✳
f(x∗g) ≤ f(x), ∀x ∈ Ωf , ✭✸✳✷✽✮
✺✷


t②♣❡s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞♦♥t ❧✬✉♥ ❡st ✉♥❡ ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡ t②♣❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ét✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❡st ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ét✐q✉❡ ❡♠♣❧♦②é ❛ s♣é❝✐❛❧❡♠❡♥t été ❝♦♥ç✉ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ♠♦❞✉❧❛✐r❡s ❞♦♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ s❡r❛ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✭♣r♦❜❧è♠❡s
❞♦♥t ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st ✈❛r✐❛❜❧❡✮✳ ■❧ ❛ été ♣r♦♣♦sé ♣❛r ▼♦♥t❡♠✉rr♦ ❬✶✹❪
❡t ❣é♥ér❛❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❛✜♥✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t✱ ❞❡ s✬❛❞❛♣t❡r à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣✲
t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ♠♦❞✉❧❛✐r❡s ♣♦ssé❞❛♥t ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s✳ ■♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥ç✉ ❡♥
❧❛♥❣❛❣❡ ❋❖❘❚❘❆◆✱ ❧❡ ❝♦❞❡ ❛ été réé❝r✐t ❡♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ▼❆❚▲❆❇✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❛ ❝♦♥❞✉✐t à ✉t✐❧✐s❡r
❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ♣r♦♣♦sés ♣❛r ❧✬❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❚♦♦❧❜♦① ❬✷✶✹❪ ❞❡ ❝❡t ♦✉t✐❧✳ ❈❡s ❞❡✉①
♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ❞ét❛✐❧❧é❡s ❞❛♥s ❧❡ r❡st❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡
❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ♠♦❞✉❧❛✐r❡s ❡t ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙✳
✸✳✸✳✷ ❯♥❡ ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ à
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❊❘❆❙▼❯❙
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
▲❡s ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ✈❛st❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❝réé❡s t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t
❞❡ rés♦✉❞r❡ ❞❡s ❈◆▲PPs ♥♦♥✲❝♦♥✈❡①❡s✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❧❛r❣❡♠❡♥t r❡♣❡♥❞✉❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❡t
✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s rè❣❧❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ✐♥s♣✐ré❡s ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♥❛t✉r❡❧s ♣♦✉r ❡①♣❧♦r❡r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❧❡s ❝♦♥s✐❞èr❡ ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❣❧♦❜❛❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r❝❡
q✉✬❡❧❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ✿ ❡❧❧❡s ✉t✐❧✐s❡♥t
✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts ♣❧✉tôt q✉❡ ❞❡ ❜❛s❡r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ s✉r ✉♥ s❡✉❧ ♣♦✐♥t✳ ■❧ ❢❛✉t t♦✉t❡❢♦✐s
♥♦t❡r✱ q✉✬❡♥ t❤é♦r✐❡✱ ✉♥❡ ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ ♦♣t✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧ ♠❛✐s r✐❡♥
♥❡ ❣❛r❛♥t✐t q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ tr♦✉✈é❡ ❡♥ s♦✐t ✉♥✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
❞♦♥t ❧❡s ♣❧✉s ❝♦♥♥✉❡s s♦♥t ✿
• ▲✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦❧♦♥✐❡s ❞❡ ❢♦✉r♠✐s ❬✷✶✺❪✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✐♠✉❧❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥
❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✉r♠✐s ♦✉ ❞✬❛❣❡♥ts ❝♦♦♣ér❛t✐❢s✱ q✉✐ ❡①♣❧♦r❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s à ❧❛
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ③♦♥❡s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ♣r♦❞✉❝t✐✈❡s✳
• ▲✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❡ss❛✐♠s ♣❛rt✐❝✉❧❛✐r❡s ❬✷✶✻❪✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✐♠✉❧❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❞✬✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ♦✉ ❡ss❛✐♠✱ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✱ ♦✉ ♣❛rt✐❝✉❧❡s✱ q✉✐ s❡ ❞é✲
♣❧❛❝❡♥t ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳ ▲❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r ♣♦s✐t✐♦♥
❛tt❡✐♥t❡ ♣❛r ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡✱ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❡t ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡
❛❧é❛t♦✐r❡✳
• ▲✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r s②stè♠❡ ✐♠♠✉♥✐t❛✐r❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧ ❬✷✶✼❪✳ ❈❡ t②♣❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✐♠✉❧❡ ❧❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ ✐♠♠✉♥✐t❛✐r❡ ❞❡s ✈❡rté❜rés ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t r❡♣ré✲
s❡♥té❡s ♣❛r ❞❡s ❛♥t✐❝♦r♣s ❞♦♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ s♦♥t ❧❡s ❣ê♥❡s✳ ▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s
❛♥t✐❝♦r♣s ❡st ré❣✐t ♣❛r ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❛♥t✐❝♦r♣s ❣é♥éré ❡t ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✳
• ▲✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ét✐q✉❡ ❬✷✶✽✱ ✷✶✾❪✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❣é♥ét✐q✉❡s s♦♥t ❜❛sés
s✉r ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡t ❧❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ❧❛ ❣é♥ét✐q✉❡✳ ■♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡
♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♠♣♦sé❡s ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉s✱ ❞♦♥t ❧❡ ❣é♥♦t②♣❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ s♦♥t ❣é♥éré❡s ❀ ♣✉✐s ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❡s ✐♥❞✐✈✐✲
❞✉s q✉✐ s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❯♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡st ❛❥♦✉té❡
✺✺
♣❛r ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥✳
❈❡tt❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ❧✐st❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠ét❛✲
❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❡①✐st❛♥t❡s ❡t ❞❡ ❧❡✉rs ✈❛r✐❛♥t❡s✱ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ✐♥tér❡ssé ♣❛r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ❞♦♥❝ r❡♥✈♦②é
✈❡rs ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ❬✷✷✵❪✳ ▲❡ r❡st❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡ s✉r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ét✐q✉❡ ♣❛r✲
t✐❝✉❧✐❡r ❞é✈❡❧♦♣♣é ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ❱✐♥❝❡♥t✐ ❬✶✺❪ ♣✉✐s ❡♥r✐❝❤✐ ♣❛r ▼♦♥t❡♠✉rr♦ ❬✶✹❪✳ ❆♣rès ✉♥❡
❜rè✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❣é♥ét✐q✉❡s✱ ❧❡s s♣é❝✐✜❝✐tés r❡❧❛t✐✈❡s à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉t✐❧✐sé s♦♥t
❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣♦✉r t❡r♠✐♥❡r ♣❛r ❧❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s q✉✐ ② ♦♥t été ❛♣♣♦rté❡s✳
●é♥ér❛❧✐tés s✉r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❣é♥ét✐q✉❡s
▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❣é♥ét✐q✉❡s ♦♥t été ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❍♦❧❧❛♥❞✱ s♦♥ éq✉✐♣❡ ❞❡ r❡✲
❝❤❡r❝❤❡ ❡t s❡s ét✉❞✐❛♥ts ❬✷✶✽✱ ✷✶✾❪✳ ■❧s s♦♥t ❜❛sés✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ s✉r ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
❉❛r✇✐♥ ❬✷✷✶❪✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ s✉r ❧❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ❧❛ r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ét✐q✉❡✳ ■❧s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐s✲
t✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ s❡✉❧s ❧❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ❧❡s ♠✐❡✉① ❛❞❛♣tés à
✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t s✉r✈✐✈❡♥t ❡t ♦♥t ✉♥❡ ❝❤❛♥❝❡ ❞❡ s❡ r❡♣r♦❞✉✐r❡✱ ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ❛✐♥s✐ ❛✉① ❣é♥ér❛t✐♦♥s
s✉✐✈❛♥t❡s ✉♥ ♣❛tr✐♠♦✐♥❡ ❣é♥ét✐q✉❡ ♣❧✉s ❛❞❛♣té q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳
▲❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡ ❡♠♣❧♦②é ♣❛r ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❣é♥ét✐q✉❡✳ ■❧ s✐♠✉❧❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥
❞✬✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❡♥ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ s✉r✈✐❡ ❞❡ s❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s✳
❈❤❛q✉❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡t ❡st ❢♦r♠é ❞❡ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s ❞♦♥t
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❡ ❣é♥♦t②♣❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉✳ ▲❡s ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s s♦♥t à ❧❡✉rs t♦✉rs ❢♦r♠és ❞❡ ❣è♥❡s
q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❈❡s ✈❛❧❡✉rs s♦♥t ❡♥ ❢❛✐t
❝♦❞é❡s✱ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ❜✐♥❛✐r❡✱ ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞é❝♦❞é❡s ❞❡s ❣è♥❡s ❢♦r♠❡
❧❡ ♣❤é♥♦t②♣❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉✳ ▲❡ ♣❤é♥♦t②♣❡ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞✉ ❣é♥♦t②♣❡
❞✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉✱ ❞♦♥t ❧❡ s❡♥s ❡st ❞é✜♥✐ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①t❡r♥❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❉❛♥s ✉♥ ♦r❣❛♥✐s♠❡✱
❧❡ ♣❤é♥♦t②♣❡ ✐♥❝❧✉❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥s ♣❤②s✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞❡s ②❡✉① ♦✉ ❞❡s ❝❤❡✈❡✉①
❛❧♦rs q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❣é♥ét✐q✉❡s✱ ✐❧ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s
✭ré❡❧❧❡s✱ ❞✐s❝rèt❡s✱ é♣❛r♣✐❧❧és✮ q✉✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐❞éré ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡✳
▲✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ❣è♥❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s q✉❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣✲
t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❢❛✐t à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ❜✐♥❛✐r❡✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❝❤❛q✉❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st ❞✐s❝rét✐sé❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ré❡❧❧❡✱ ❧❡ ♣❛s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡st ❝❤♦✐s✐ ❛✉t♦✲
♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ♠❛❝❤✐♥❡ ✭✐✳❡✳ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts ♠❛①✐♠❛❧
✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s✮✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ xi ∈ [x(i)LB, x(i)UB] ⊂ R ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛s
❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ∆xi✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s♦♥t st♦❝❦és ❞❛♥s ❧❡ ✈❡❝t❡✉r xdi
s✉✐✈❛♥t ✿
xdi = xLB + (I
(i) − 1)∆xi, ✭✸✳✸✶✮
❛✈❡❝ I(i) ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡✱
I(i) =
(
1 2 · · · n(i)var
)
, ✭✸✳✸✷✮
❡t n(i)var ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❞♦♥♥é ♣❛r ✿
n(i)var = 1 +
x
(i)
UB − x(i)LB
∆xi
. ✭✸✳✸✸✮
✺✻
◆♦t♦♥s q✉✬✐❧ s❡r❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ♣❛s ∆xi ♥♦♥ ❝♦♥st❛♥t q✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞❡ tr❛✐t❡r
❧❡ ❝❛s ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✐s❝rèt❡s é♣❛r♣✐❧❧é❡s✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❧✐❛♥t ❧❡ ♣❤é♥♦t②♣❡ ❛✉ ❣é♥♦t②♣❡ ❡st ❜✐❥❡❝t✐✈❡
❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❣é♥ét✐q✉❡s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ tr❛✐té✳ ❉❛♥s ✉♥
s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❡st ❢❛✐t s✉r ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ I(i) ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts n(i)bit
❛ttr✐❜✉é ❛✉ ❝♦❞❛❣❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ n(i)var ✿
n
(i)
bit =
⌈
ln(n
(i)
var)
ln(2)
⌉
, ✭✸✳✸✹✮
❛✈❡❝ ⌈·⌉ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡ ❡♥t✐èr❡ ♣❛r ❡①❝ès✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❈◆▲PP ♥♦♥✲❝♦♥✈❡①❡ à rés♦✉❞r❡ ✿
minx1,x2 f(x1, x2) = −eka
√
x21+x
2
2 sin(ax1) cos(2bx2),
s✉❥❡t à ✿
{
0 ≤ x1 ≤ 4π,
0 ≤ x2 ≤ 2π,
✭✸✳✸✺✮
❛✈❡❝ ❞❡s ♣❛s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ∆x1 =
π
20
❡t ∆x2 =
π
10
✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉
❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞✬✉♥ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡ ❞❡ ❞❡✉① ❣è♥❡s✱ ❝❤❛❝✉♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s xi✳
▲❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❜✐ts ❛ss♦❝✐és ♣♦✉r ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ❞✉ ❣é♥♦t②♣❡ s♦♥t n(1)bit = 7 ❡t n
(2)
bit = 5✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉
✸✳✶ ré♣❡rt♦r✐❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✳ ▲❡ ❝♦❞❡ ❣é♥ét✐q✉❡ ❞❡ ❝❡t
✐♥❞✐✈✐❞✉ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ✐♥❞✐❝❡s I(1) = 35 ❡t I(2) = 10 ❡t s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ♣❤é♥♦t②♣❡
x1 = 5.3407 ❡t x2 = 3.1416✳
❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ ●è♥❡ ✶ ●è♥❡ ✷
●é♥♦t②♣❡ ✵✶✵✵✵✶✶ ✵✶✵✶✵
■♥❞✐❝❡s ✸✺ ✶✵
P❤é♥♦t②♣❡ ✺✳✸✹✵✼ ✸✳✶✹✶✻
❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶ ✕ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✸✺✮
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❣é♥éré❡ ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t✱ ❡♥s✉✐t❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st
♣❡r♣étré❡ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡ ✹ ♦♣ér❛t❡✉rs ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❣é♥ét✐q✉❡s ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉✬✉♥
❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt s♦✐t ❛tt❡✐♥t ✿
• ❆❞❛♣t❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❛
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st é✈❛❧✉é❡ ❣râ❝❡ à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥♦♠♠é❡ ✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
s❝❛❧❛✐r❡ q✉✐ ❛❞♠❡t ❡♥ ❡♥tré❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡t r❡t♦✉r♥❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r
❝♦♠♣r✐s❡ ❡♥tr❡ ✵ ❡t ✶✳ ■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❤♦✐① ♣♦ss✐❜❧❡ ❬✶✹❪ ♠❛✐s ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r
✵ ❡st ❛ttr✐❜✉é❡ ❛✉ ♣✐r❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❞❡ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✶ ❡st ❛ttr✐❜✉é❡ ❛✉ ♠❡✐❧❧❡✉r
✐♥❞✐✈✐❞✉ ❞❡ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥✳ ■❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ é✈❛❧✉é❡s ❛✈❛♥t ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳
• ❙é❧❡❝t✐♦♥✳ ❙✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡Nind ✐♥❞✐✈✐❞✉s✱ ❛❧♦rs ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥
❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❤♦✐s✐r ❞❛♥s ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❧❡s Nind/2 ❝♦✉♣❧❡s ❞❡ ♣❛r❡♥ts ♣♦✉r ❧❛
✺✼
♣❤❛s❡ ❞❡ r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ▲❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❜❛s❡ ❡st q✉❡ ❧❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ❧❡s ♠✐❡✉① ❛❞❛♣tés ✭❛✈❡❝
✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥ é❧❡✈é❡✮ ♦♥t ♣❧✉s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬êtr❡ ❝❤♦✐s✐s✳ ▲❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡
sé❧❡❝t✐♦♥ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ r❡♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♥❛t✉r❡❧ très s✐♠♣❧❡ ✿ ❧❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ❧❡s ♣❧✉s
❛❞❛♣tés à s✉r✈✐✈r❡✱ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞♦♥♥é✱ s✉r✈✐✈r♦♥t ♣❧✉s ❧♦♥❣t❡♠♣s ❡t ❛✉r♦♥t
❞♦♥❝ ♣❧✉s ❞❡ ❝❤❛♥❝❡ ❞❡ s❡ r❡♣r♦❞✉✐r❡✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs r❡t♦✉r♥é❡s ♣❛r ❧❛ ✜t♥❡ss
❢✉♥❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛✛❡❝t❡r ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts ✐♥❞✐✈✐❞✉s✳
❊♥✜♥ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❞❛♣té❡✱ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧❛
r♦✉❧❡tt❡✳
• ❈r♦✐s❡♠❡♥t ♦✉ ❝r♦ss♦✈❡r✳ ▲❡ ❜✉t ❞✉ ❝r♦✐s❡♠❡♥t ❡st ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r ❧✬❤ér✐t❛❣❡ ❣é♥ét✐q✉❡ ❞❡s
❞❡✉① ♣❛r❡♥ts✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞♦♥t ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢
❡st ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❧❡s ♥♦✉✈❡❛✉① ✐♥❞✐✈✐❞✉s q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡r♦♥t ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ▲✬♦♣ér❛t✐♦♥
❞❡ ❝r♦✐s❡♠❡♥t s✬❡✛❡❝t✉❡ ❣è♥❡ à ❣è♥❡✱ ✐✳❡✳ ❡♥tr❡ ❧❡s ❣è♥❡s ❤♦♠♦❧♦❣✉❡s ❞❡s ♣❛r❡♥ts✳ ▲❡ ♣♦✐♥t
❞❡ ❝♦✉♣❡✱ ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é ❝r♦ss♦✈❡r ♣♦✐♥t✱ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❣è♥❡ ❞❡
❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉s✳ ▲❡s ❣è♥❡s ❞❡s ♣❛r❡♥ts s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ❝♦♠❜✐♥és ❝♦♠♠❡ ♠♦♥tré
s✉r ❧❛ ✜❣✳ ✸✳✼ ♦ù ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ✐♥❞✐✈✐❞✉s ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✉
♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✸✺✮ ❡st ♣rés❡♥té❡✳
• ▼✉t❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♠✉t❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ s❡❝♦♥❞
♦r❞r❡ ❛②❛♥t ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❡①♣❧♦r❛t♦✐r❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡t é✈✐t❡r q✉❡
❧❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ♥❡ s❡ r❡tr♦✉✈❡♥t ✧❝♦✐♥❝és✧ ❞❛♥s ✉♥ ♦♣t✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ❡♥ ❞é❜✉t ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳
❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❛ ♠✉t❛t✐♦♥ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❛♣rès ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❝r♦✐s❡♠❡♥t ❡t ♣❡✉t
❛✛❡❝t❡r ✉♥ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❣è♥❡s✳ ▲❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❜✐t q✉✐ s❡r❛ ♠✉té ❡st ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
q✉❡ ❝❡ ❜✐t s♦✐t ♠✉té ❡st pm✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❜✐t ❡st ♠♦❞✐✜é❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♦❜t❡♥✐r
❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦♣♣♦sé❡ à ❝❡❧❧❡ q✉✬✐❧ ❛✈❛✐t ❛✉ ❞é♣❛rt ✭❧❛ ✈❛❧❡✉r ✵ ❧✉✐ ❡st ❛✛❡❝té❡ s✐ s❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡
❞é♣❛rt ét❛✐t ✶ ❡t ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✮✳
• ❈r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt✳ ■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝r✐tèr❡s ♣♦✉r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❣é♥ét✐q✉❡s✳ ▲❡s ♣❧✉s ✉t✐❧✐sés
s♦♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥s ♦✉ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♥✲❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
♦❜❥❡❝t✐❢ ✭✐✳❡✳ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st st♦♣♣é s✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ♥❡ ❞✐♠✐♥✉❡ ♣❛s ♣❡♥❞❛♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥
♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s✮✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ✉♥❡ rè❣❧❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❡①✐st❡✱ ✜①❛♥t
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉❡ Ngen × Nind s♦✐t ❛✉ ♠♦✐♥s é❣❛❧ à ✽✵✵✵✵ ❡t
q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ♦♣t✐♦♥♥❡❧ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❣é♥ét✐q✉❡s✱ à s❛✈♦✐r ❧✬é❧✐t✐s♠❡ ❞♦♥t ♥♦✉s ♣❛r❧❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ■❧ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t
êtr❡ ❡♥✈✐s❛❣é ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt ❜❛sé s✉r ❧❛ ré✉ss✐t❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ à ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥
s❡✉✐❧ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦❜❥❡❝t✐❢✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝❡❧❛ ♣❡✉t s❡ tr❛❞✉✐r❡ ♣❛r ✉♥ ❣❛✐♥ ♠✐♥✐♠❛❧ ❛tt❡♥❞✉
♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳
▲❛ ✜❣✳ ✸✳✼ ♠♦♥tr❡ ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡✱ ✐✳❡✳ ❝r♦✐s❡♠❡♥t s✉✐✈✐ ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥✱ ❞❡
❞❡✉① ♣❛r❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✸✺✮✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡
❝r♦✐s❡♠❡♥t ❡st ❝❤♦✐s✐ ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❣è♥❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ✭❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝r♦✐s❡♠❡♥t ❞✉
❣è♥❡ ✶ ❡st ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞✉ ❣è♥❡ ✷✮✳ ▲❡s ❝♦❞❛❣❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❞❡s ♣❛r❡♥ts s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ♠é❧❛♥❣és
❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝r♦✐s❡♠❡♥t ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❣è♥❡s✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡ ❣é♥♦t②♣❡
✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ✭✐✳❡✳ ❛✈❛♥t ♠✉t❛t✐♦♥✮ ❞❡s ❡♥❢❛♥ts✳ ▲❛ ♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡s ❣è♥❡s ❞❡s ❡♥❢❛♥ts ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉s
❡st ré❛❧✐sé❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té pm ❛♣rès ✉♥❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞✉ ❜✐t à ♠♦❞✐✜❡r✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t
❧❡ ❝♦♥st❛t❡r✱ t♦✉s ❧❡s ❣è♥❡s ❞❡s ❡♥❢❛♥ts ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❢♦r❝❡♠❡♥t ♠✉tés✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱
s❡✉❧s ❧❡ ❣è♥❡ ✶ ❞❡ ❧✬❡♥❢❛♥t ✶ ❡t ❧❡ ❣è♥❡ ✷ ❞❡ ❧✬❡♥❢❛♥t ✷ s♦♥t ♠✉tés✳ ❆♣rès ❝❡tt❡ ét❛♣❡✱ ❧❡ ❣é♥♦t②♣❡✱
✺✽

❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❝♦♠♣♦s✐t❡s ♠✉❧t✐✲❝♦✉❝❤❡s✳ ❈❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡
❇■❆◆❈❆ ✭✐♠♣❧é♠❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❋❖❘❚❘❆◆✮ ét❛✐t ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s
❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❣é♥ét✐q✉❡s ❞é❝r✐t❡s ♣ré❝❡❞❡♠♠❡♥t✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❇■❆◆❈❆ ❛ été ♠♦❞✐✜é❡
❡t ❡♥r✐❝❤✐❡ ♣❛r ▼♦♥t❡♠✉rr♦ ❬✶✹❪ ♣♦✉r êtr❡ ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ tr❛✐t❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✿ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ♠♦❞✉❧❛✐r❡s✳ ❯♥❡ str❛té❣✐❡ très ❣é♥ér❛❧❡
✭✐✳❡✳ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✮ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t
été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ▼♦♥t❡♠✉rr♦ ❬✶✹❪ ❡t ♥♦♠♠é❡ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❉②♥❛♠✐❝ P❡♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭❆❉P✮✳
▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥❞✉str✐❡❧s ♦♥t s♦✉✈❡♥t ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ♠♦❞✉❧❛✐r❡s✳ ❈❡s
s②stè♠❡s s♦♥t ❝♦♠♣♦sés ❞✬✉♥✐tés é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❡t ré♣ét✐t✐✈❡s ✭❘❯s ♣♦✉r ❘❡♣❡t✐t✐✈❡ ❯♥✐ts✮✳ ❈❤❛q✉❡
❘❯ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ q✉✐ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡
❞✐✛ér❡♥t❡s ♥❛t✉r❡s✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❣é♦♠étr✐q✉❡s✱ ❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ♠❛tér✐❛✉①✱ ❡t❝✳ ❇✐❡♥
é✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ t♦✉s ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ♣❛rt❛❣❡♥t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦♠♠✉♥❡✱ ✐✳❡✳ ❝❤❛q✉❡ ❘❯ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡
♣❛r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ♠ê♠❡ ❢♦r♠❡ ♠❛✐s ❞♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♥❡ s♦♥t ♣❛s
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ▲✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s✴str✉❝t✉r❡s ♠♦❞✉❧❛✐r❡s ❡st très ❝♦♠♣❧❡①❡
❝❛r ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝❡s ♠♦❞✉❧❡s✳ ❯♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t❡❧s s②stè♠❡s✱ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ à tr❛✐t❡r✱
❡st r❡♥❝♦♥tré ❧♦rsq✉❡ t♦✉s ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❧❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s ✭✐✳❡✳ ✐❧s ♣❛rt❛❣❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡
✈❡❝t❡✉r ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ♦ù ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s s♦♥t
❞✐✛ér❡♥ts ❧❡s ✉♥s ❞❡s ❛✉tr❡s✱ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❛✉❣♠❡♥t❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t✳ ■❧ ♥✬❡①✐st❡✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♣❛s
❞❡ ❝r✐tèr❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ✜①❡r ❛ ♣r✐♦r✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ♠♦❞✉❧❡s ❞♦✐t êtr❡ ✐♥❝❧✉s ♣❛r♠✐ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❧❡s
❝♦♥st✐t✉❛♥t✳
▼♦♥t❡♠✉rr♦ ❬✶✹❪ ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❧✐é à ❝❡ t②♣❡ ❞❡ s②stè♠❡ ❡st ❞é✜♥✐
s✉r ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ P❧✉s ❡①❛❝t❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ✉♥ ♥♦♠❜r❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ♣❡✉t
êtr❡ ♣♦sé ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
minx f(x, nc),
s✉❥❡t à ✿

gi(x, nc) ≤ 0, i = 1, ...,mi(nc),
hj(x, nc) = 0, j = 1, ...,me(nc),
xLB ≤ x ≤ xUB,
(xLB, x, xUB) ∈ Rn(nc),
✭✸✳✸✻✮
♦ù ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❡t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt
❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s nc ❡st ❡①♣❧✐❝✐t❡✳ ❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s ét❛♥t ✐♥❝❧✉s
♣❛r♠✐ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
✭✸✳✸✻✮ ♣❡✉t êtr❡ ❣é♥ér❛❧✐sé ❡t ré✐♥t❡r♣rété ❝♦♠♠❡ ✉♥♠✉❧t✐✈❡rs ❞✬❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ s✉r ❧❡sq✉❡❧s
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ é✈♦❧✉❡ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳ ❈❡ ♠✉❧t✐✈❡rs ❡st ❛✐♥s✐ ✧♣❡✉♣❧é✧ ♣❛r ❞❡s ♣♦✐♥ts r❡♣rés❡♥t❛♥t
❞❡s s②stè♠❡s ♠♦❞✉❧❛✐r❡s ❝♦♠♣♦sés ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❝❤❛q✉❡
❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❝❡ ♠✉❧t✐✈❡rs à ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞✉ ❈◆▲PP ✭✸✳✸✻✮ ❡st
❞✐✛ér❡♥t ♣♦✉r ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞✐st✐♥❝ts✳
✻✵
❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ t②♣✐q✉❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❡st ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡
str✉❝t✉r❡s ré❛❧✐sé❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ str❛t✐✜é ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥
♣❧✐✳ ❈❤❛q✉❡ ♣❧✐ ❡st ✉♥❡ ❘❯✱ ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s
✜❜r❡s✱ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① q✉✐ ❝♦♠♣♦s❡♥t ❧❡ ♣❧✐ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ s♦♥ é♣❛✐ss❡✉r✳ ▲✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❛ été ❞é♠♦♥tré❡ ❞❛♥s ❧❡s ré❢ér❡♥❝❡s ❬✶✻✕✶✽❪✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❇■❆◆❈❆✱ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❈◆▲PP ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ❧✬éq✳ ✭✸✳✸✻✮ ❡st r❡♥❞✉
♣♦ss✐❜❧❡ ❣râ❝❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t✱ à ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❣é♥♦t②♣❡ ❞❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s ❡st ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ à ❧✬❛✉tr❡ ❡t ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s
♣♦ssé❞❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s ❝♦♠♠❡ ❢❛✐s❛♥t ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❡s♣è❝❡✳ ◆♦✉s
❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣rés❡♥t❡r ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐tés✱ ❡t ❞✐✛ér❡♥❝❡✱ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❛r
r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❣é♥ét✐q✉❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♥♦t♦♥s q✉✬✐❧ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡s ♠ê♠❡s
♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❜❛s❡✱ ♠♦❞✐✜és ♣♦✉r s✬❛❞❛♣t❡r ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s ✈❛r✐❛❜❧❡ ✿
• ❆❞❛♣t❛t✐♦♥✳ ▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❡st ré❛❧✐sé❡ ❣râ❝❡ à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
fit(indi) =
(
f
(g)
max − f(indi)
f
(g)
max − f (g)min
)fpres
✭✸✳✸✼✮
♦ù fit(indi) ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r r❡t♦✉r♥é❡ ♣❛r ❧❛ ✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ i✱ f
(g)
max ❡t f
(g)
min
s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♠❛①✐♠❛❧❡s ❡t ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ♣♦✉r ❧❛
❣é♥ér❛t✐♦♥ g ❡♥ ❝♦✉rs✱ f(indi) ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ i ❡t fpres
❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ♥♦♠♠é❡ ✜t♥❡ss ♣r❡ss✉r❡ à ✜①❡r ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞✬❛✉tr❡s ❝❤♦✐①
♣♦ss✐❜❧❡s ✭❝❢✳ ❬✶✹❪✮✳
◆✉♠ér♦ ❞❡
❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉
❱❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛
✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥
P♦✉r❝❡♥t❛❣❡
❛✛❡❝té ❞❡ ❧❛ r♦✉❡
✶ ✵✳✶ ✶✵✪
✷ ✵✳✶ ✶✵✪
✸ ✵✳✷ ✷✵✪
✹ ✵✳✻ ✻✵✪
❚♦t❛❧ ✶ ✶✵✵✪
❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✷ ✕ ❱❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡t ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ❞✬✉♥❡
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥
• ❙é❧❡❝t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❡♠♣❧♦②♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧❛ r♦✉❧❡tt❡ ❞♦♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ✈❛ êtr❡ ✐❧❧✉stré ♣❛r ✉♥
❡①❡♠♣❧❡ très s✐♠♣❧❡✳ ▲❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧❛ r♦✉❧❡tt❡ ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ♣✉r❡♠❡♥t
❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡st ❛✛❡❝té❡ ❛✉① ✐♥❞✐✈✐❞✉s ❛②❛♥t ✉♥❡ ♣❧✉s
❣r❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✹ ✐♥❞✐✈✐❞✉s ❞♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ✜t♥❡ss
❢✉♥❝t✐♦♥ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✷✳ ❈❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s r❡ç♦✐t ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡
❧❛ r♦✉❡ é❣❛❧❡ ❛✉ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ s❛ ✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✜t♥❡ss t♦t❛❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡
❝❛s ❣é♥ér❛❧ ❞✬✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ Nind ✐♥❞✐✈✐❞✉s✱ ❝❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛
r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
rk =
fitk∑Nind
i=1 fiti
, ✭✸✳✸✽✮
✻✶





❇■❆◆❈❆ ❣râ❝❡ à ❧✬❆❉P ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
min
x
fp(x) = f(x) +
mi∑
i=1
ciGi(x) +
me∑
j=1
qjHj(x), i = 1, ...,mi, j = 1, ...,me, ✭✸✳✸✾✮
♦ù fp(x) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ♣é♥❛❧✐sé❡✱ Gi(x) ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r
Gi(x) = max [0, gi(x)] , i = 1, ...,mi, ✭✸✳✹✵✮
t❛♥❞✐s q✉❡ Hj(x) ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r
Hj(x) = max [0, |hj(x)| − ǫ] , ǫ≪ 1, j = 1, ...,me. ✭✸✳✹✶✮
▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ Gi(x) ❡t ❞❡ Hj(x) ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
s♦♥t r❡s♣❡❝té❡s ✭é❣❛❧✐tés ❡t ✐♥é❣❛❧✐tés✮✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ♣é♥❛❧✐sé❡ ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢
♥♦♥✲♣é♥❛❧✐sé❡ ✿
Si ∀i = 1, ...,mi, gi(x) ≤ 0 et ∀j = 1, ...,me, hj(x) = 0, alors fp(x) = f(x). ✭✸✳✹✷✮
▲❛ ❣r❛♥❞❡ ❢♦r❝❡ ❞❡ ❧✬❆❉P ❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ci ❡t qj ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡
✭s❛♥s ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✮ ❡t ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ✭ré♣été à ❝❤❛q✉❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥✮✱ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù
❧❛ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♥✬❡st✱ ♥✐ tr♦♣ ❢❛✐❜❧❡✱ ♥✐ tr♦♣ ❢♦rt❡✱ ❛ss✉r❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥ ❜♦♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❡ ❢❛✐t
❞✬é✈✐t❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♥♦♥ ❢❛✐s❛❜❧❡ ❡t ✉♥❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡s ❜♦r❞s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢❛✐s❛❜❧❡✳ ❆
❝❤❛q✉❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

ci =
|fFbest − fNFbest |
(Gi)NFbest
, i = 1, ...,mi,
qj =
|fFbest − fNFbest |
(Hj)NFbest
, j = 1, ...,me,
✭✸✳✹✸✮
♦ù fFbest ❡t f
NF
best s♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs ✐♥❞✐✈✐❞✉s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢❛✐✲
s❛❜❧❡ ❡t ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ♥♦♥ ❢❛✐s❛❜❧❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ✐♥❞✐✈✐❞✉
❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ♥♦♥ ❢❛✐s❛❜❧❡✱ (Gi)NFbest ❡t (Hj)
NF
best r❡♣rés❡♥t❡♥t ❛❧♦rs ❧❡s q✉❛♥t✐tés ❞❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬✐♥é❣❛❧✐té ❡t ❞✬é❣❛❧✐té✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ ♥❡ ♣❛s tr♦♣ ♣é♥❛❧✐s❡r ❞❡s s♦✲
❧✉t✐♦♥s très ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡s✱ ❜✐❡♥ q✉✬❡❧❧❡s ♥❡ r❡s♣❡❝t❡♥t ♣❛s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t q✉✬❡❧❧❡s s♦✐❡♥t ❞♦♥❝
♥♦♥ ❢❛✐s❛❜❧❡s✱ ❛✜♥ ❞✬❡♥ ❢❛✐r❡ ❞❡s ✧♣♦✐♥ts ❞✬❛ttr❛❝t✐♦♥✧ ♣♦✉r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ▲✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ❜♦r❞s
❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢❛✐s❛❜❧❡ ❡st ❛✐♥s✐ ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❛♠é❧✐♦ré❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù t♦✉s ❧❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ❞✬✉♥❡
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s❡r❛✐❡♥t ♥♦♥ ❢❛✐s❛❜❧❡s✱ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❛❞❛♣té❡ ❡st ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡✳ ◆♦✉s ♥❡ ❧❛ ❞ét❛✐❧❧♦♥s
♣❛s ✐❝✐ ♠❛✐s ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ✐♥tér❡ssé ❡st r❡♥✈♦②é ✈❡rs ❧❡s ré❢ér❡♥❝❡s ❬✶✹✱✷✷✷❪✳
▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❇■❆◆❈❆ ❛②❛♥t été ❞é✜♥✐s✱ ❧❛ ✜❣✳ ✸✳✶✷ ♣rés❡♥t❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s♦✉s
❢♦r♠❡ s❝❤é♠❛t✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ✈❡rs✐♦♥✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ tr❛✐t❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
♠♦❞✉❧❛✐r❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♠♣✐❧❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡
str❛t✐✜é ❞♦♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❧✐ ✈❛r✐❡✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr❛✐t❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣rés❡♥t❛♥t
♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts✱ ❡t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❧❡s ✉♥s ❞❡s ❛✉tr❡s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡①♣❧✐q✉❡r
❞❛♥s ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❝♦♠♠❡♥t ❝❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té ❛ été s✉r♠♦♥té❡✱ ❣râ❝❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t à ✉♥ ❝♦❞❛❣❡
❞✐✛ér❡♥t ❞✉ ❣é♥♦t②♣❡✳
✻✼

str✉❝t✉r❡ ❞✉ ❣é♥♦t②♣❡ ❞❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ❛ été ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❛✜♥ ❞❡ tr❛✐t❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
❞❡ s②stè♠❡s ♠♦❞✉❧❛✐r❡s ♣♦ssé❞❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✉
♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t❡❧s s②stè♠❡s ♣❡✉t êtr❡ ♠✐s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
minx f(x, n
(1)
c , . . . , n
(Nmod)
c ),
s✉❥❡t à ✿

gi(x, n
(1)
c , . . . , n
(Nmod)
c ) ≤ 0, i = 1, ...,mi(n(1)c , . . . , n(Nmod)c ),
hj(x, n
(1)
c , . . . , n
(Nmod)
c ) = 0, j = 1, ...,me(n
(1)
c , . . . , n
(Nmod)
c ),
xLB ≤ x ≤ xUB,
(xLB, x, xUB) ∈ RNv , Nv = Nv(n(1)c , . . . , n(Nmod)c ),
✭✸✳✹✹✮
♦ù Nmod ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t②♣❡s ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❡t ♦ù ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s n(1)c , . . . , n
(Nmod)
c ✱ ❡st
❡①♣❧✐❝✐t❡✳
▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❣é♥♦t②♣❡ ❞❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❧✬❛r✲
❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❡st ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♥♦♠♠é❡ ❊❘❆❙▼❯❙ ✭❊✈♦❧✉t✐♦♥❛❘②
❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ♦♣t✐♠✐❙❛t✐♦♥ ♦❢ ▼♦❞❯❧❛r ❙②st❡♠s✮ ❬✷✶✷❪✳ ▲❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉✱ ✐❧❧✉s✲
tré❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✳ ✸✳✶✹✱ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❡t Nmod s❡❝t✐♦♥s ♠♦❞✉❧❛✐r❡s ❛②❛♥t
❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❧❡s ✉♥❡s ❞❡s ❛✉tr❡s✳ ❈❤❛q✉❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ k ✭✐✳❡✳ ♣♦✐♥t ❞❡
❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥✮ ❡st ❛✐♥s✐ ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ✉♥ ❣é♥♦♠❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ Nmod + 1 s❡❝t✐♦♥s ❛②❛♥t
✉♥❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ♣ré❝✐s❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦✉ s❡❝t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞✱ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
♥♦♥ ♠♦❞✉❧❛✐r❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t ❡st ❞✐✈✐sé❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥
♥♦♠❜r❡ ✜①❡ nstandc,k ❞❡ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s✱ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❝❤❛❝✉♥ n
stand
g ❣è♥❡s ✭✐✳❡✳ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉
♣r♦❜❧è♠❡ ❞♦♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♥❡ ✈❛r✐❡ ♣❛s✮✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥ s❡✉❧ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡
♣♦ssé❞❛♥t Nmod ❣è♥❡s q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s n
(1)
c,k, . . . , n
(Nmod)
c,k ✱ ❞❡s ❞✐✛é✲
r❡♥t❡s s❡❝t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❛✐r❡s ❞❡ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ k✳ ▲❡s Nmod s❡❝t✐♦♥s r❡st❛♥t❡s s♦♥t ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ♠♦❞✉❧❛✐r❡s
❞❡ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ k ✭✐✳❡✳ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♠♦❞✉❧❛✐r❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞✉❧❡s ❞✉ s②stè♠❡ à ♦♣t✐✲
♠✐s❡r✮✳ ❈❤❛❝✉♥❡ ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ❛❞♠❡t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s ♠❛①✐♠❛❧ n(mod)c,max✱ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝❤r♦♠♦s♦♠❡s ♠✐♥✐♠❛❧ n(mod)c,min ❡t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣è♥❡s n
(mod)
g ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡s ❛✉tr❡s ♠♦❞✉❧❡s✳
❇✐❡♥ é✈✐❞❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❝r♦✐s❡♠❡♥t s✬❡✛❡❝t✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❣è♥❡s ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❤♦♠♦❧♦❣✉❡s✱ ✐✳❡✳ ❧❡
♠♦❞✉❧❡ i ❞✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ k1 ❡st ❝r♦✐sé ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ i ❞✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ k2 ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❝❡❧✉✐✲❝✐✳
◆♦t♦♥s q✉❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s q✉❡ ❧❡ ❈◆▲PP ✭✸✳✹✹✮ ♣❡✉✈❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t
êtr❡ tr❛✐tés ♣❛r ❊❘❆❙▼❯❙✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st ❝♦♥st❛♥t✱
s❡✉❧ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ s❡r❛ ✉t✐❧✐sé❡✳ ❙✐ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s
♥♦♥ ♠♦❞✉❧❛✐r❡s✱ ❛❧♦rs s❡✉❧❡s ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❡t
❧❡s s❡❝t✐♦♥s ♠♦❞✉❧❛✐r❡s ❞❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sés✳ ❊❘❆❙▼❯❙ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ♦✉t✐❧ très ♣✉✐ss❛♥t
❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ s✬❛❞❛♣t❡r à ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ■❧ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t s✬✐♥t❡r❢❛❝❡r ❛✈❡❝
❞✬❛✉tr❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s ♦✉ ❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r
❞❡s r♦✉t✐♥❡s é❝r✐t❡s ❡♥ ❈✰✰ ♦✉ ❋❖❘❚❘❆◆✱ ♠♦②❡♥♥❛♥t q✉❡❧q✉❡s ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s ♠✐♥❡✉r❡s✱ ❛✜♥ ❞❡
❧❡s ✉t✐❧✐s❡r ❝♦♠♠❡ s✐ ❡❧❧❡s ét❛✐❡♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ▼❆❚▲❆❇✳ ■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡
❞❡ ❢❛✐r❡ ❛♣♣❡❧ à ❞❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❝♦♠♠❡r❝✐❛✉①✱ t❡❧ q✉✬❆◆❙❨❙ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
✻✾

• ❈❤♦✐s✐r ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❞é♣❛rt ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t✱ ❞♦♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❡st à ❞é✜♥✐r✱ ❛✜♥ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ♣♦✐♥ts ❡t ❛✐♥s✐ ❡s♣ér❡r tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ❧❡s ré♣♦♥s❡s ✉♥
♠✐♥✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧✱
• ❉ét❡r♠✐♥❡r ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡✳
▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♦♣t✐♦♥ ❡st ❛✉ ❝÷✉r ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❡t ❝✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐✱ ❛♣rès
✉♥❡ ❜rè✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r
♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞é❝r✐t❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳
✸✳✸✳✸ ▼ét❤♦❞❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
●é♥ér❛❧✐tés s✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛✉ ❣r❛❞✐❡♥t
▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s♦♥t ❜❛sé❡s s✉r ✉♥ s❝❤é♠❛ ✐tér❛t✐❢✱ ♠❡tt❛♥t à
❥♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ xk+1✱ à ❧✬✐tér❛t✐♦♥ k + 1✱ à ♣❛rt✐r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s
à ❧✬✐tér❛t✐♦♥ k✳ ❈✬❡st ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬ét✉❞❡ ❜✐❡♥ ❛♥❝ré ❝♦♠♠❡ ❡♥ ❛tt❡st❡♥t ❧❡s ré❢ér❡♥❝❡s ❬✷✷✸✱
✷✷✹❪ ❡t ♦♥ ❧❡s q✉❛❧✐✜❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❈❡❧❛ ❡st ❞û ❛✉ ❢❛✐t q✉❡
❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ à ❧✬❛✉tr❡
❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❜❛sé❡ s✉r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s✱ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐✲
s❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t rés♦❧✉ ❡♥ ❢♦r♠✉❧❛♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s❛♥s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥
❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s❛♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ■❧ ❡①✐st❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠❡ttr❡ à
❥♦✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ à ❧✬❛✉tr❡ ❬✷✶✸❪ ✿
• ▼ét❤♦❞❡s ❧✐♥❡ s❡❛r❝❤✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡ pk ❛♣♣r♦♣r✐é❡✱
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ f ✱ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡✳ ❊♥s✉✐t❡ ✉♥ ♣❛s ❞✬❛✈❛♥❝❡♠❡♥t
α ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❡♥ rés♦❧✈❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠♦♥♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ s✉✐✈❛♥t ✿
min
α>0
f(xk + αpk). ✭✸✳✹✺✮
▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡①✐st❛♥ts ❞✐✛èr❡♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡✳
▲❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ❞❡s❝❡♥t❡ ❧❛ ♣❧✉s r❛✐❞❡ ❡st ✿
pk = −∇f(xk), ✭✸✳✹✻✮
❝❛r ❝❡tt❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♠❛①✐♠✐s❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥✲
❞❛♥t✱ ❡t ♠ê♠❡ s✐ s❡✉❧❡s ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s✱ ❝❡
❝❤♦✐① ❝♦♥❞✉✐t s♦✉✈❡♥t à ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ très ❧❡♥t ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳
❇✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❛ s❡✉❧❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡t ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢❛✐✲
s❛♥t ✉♥ ❛♥❣❧❡ str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r à pi2 ❛✈❡❝ −∇f(xk) ♣❡r♠❡t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡ ♠✐♥✐♠✐s❡✉r ❞❡
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ P❛r♠✐ ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❤♦✐① ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ◆❡✇t♦♥✱ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡✣✲
❝❛❝❡ ♣♦✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♦❜❥❡❝t✐❢s ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧❡✉rs ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t
❛✉t♦✉r ❞❡ xk✱ s✬❛♣♣✉✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡s ❞ér✐✈é❡s s❡❝♦♥❞❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
♦❜❥❡❝t✐❢ ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡✳ ❈❡tt❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
pk = −H−1k ∇f(xk), ✭✸✳✹✼✮
✼✶
♦ùHk = ∇2f(xk) ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❤❡ss✐❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ à ❧✬✐tér❛t✐♦♥ k✳ ❈❡ ❝❤♦✐① ❞❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ❛ss✉r❡ ✉♥ t❛✉① ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♠❛✐s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❤❡ss✐❡♥♥❡
❞♦✐t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✳
❯♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ à ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ◆❡✇t♦♥ ❡st ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ q✉❛s✐✲◆❡✇t♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❛♣✲
♣r♦❝❤❡✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❤❡ss✐❡♥♥❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❡t ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛❞❛♣té❡
❡st ✉t✐❧✐sé❡ ✿
pk = −B−1k ∇f(xk), ✭✸✳✹✽✮
♦ù Bk ❡st ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❤❡ss✐❡♥♥❡✱ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
❇❋●❙ ✭❇r♦②❞❡♥✲❋❧❡t❝❤❡r✲●♦❧❞❢❛r❜✲❙❤❛♥♥♦✮✳ ▲❡ t❛✉① ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♥✬❡st ♣❛s q✉❛❞r❛t✐q✉❡
❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♠❛✐s s✉♣❡r✲❧✐♥é❛✐r❡✳
▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢réq✉❡♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♥❥✉❣✉é✳
▲✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ pk à ❧✬✐tér❛t✐♦♥ ❛❝t✉❡❧❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥
❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ pk−1 ❡t ❡♥ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝♦♥❥✉❣✉é❡✳ ▲❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s
s♦♥t ❞✐t❡s ❝♦♥❥✉❣✉é❡s s✐ ✿
pTi Apj = 0, ∀i 6= j, ✭✸✳✹✾✮
♦ù {p1, ...,pl} ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❡t A ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❣r❛❞✐❡♥ts ❝♦♥❥✉❣✉és ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡r
❡♥ n ✐tér❛t✐♦♥ ❛✉ ♣❧✉s✱ n ét❛♥t ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ▲❡ t❛✉①
❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛✉ss✐ é❧❡✈é q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ◆❡✇t♦♥ ♦✉ ❞❡ q✉❛s✐✲◆❡✇t♦♥
♠❛✐s ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ♣❛s ❞❡ st♦❝❦❡r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡s t❛✐❧❧❡s✳
• ▼ét❤♦❞❡s tr✉st r❡❣✐♦♥✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❞❛♥s ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❝✬❡st ❞✬❛❜♦r❞
❧❡ ♣❛s ❞✬❛✈❛♥❝❡♠❡♥t q✉✐ ❡st ❝❤♦✐s✐ ❡t ❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡✳ ▲❛
❞✐r❡❝t✐♦♥ ét❛♥t ✐♥❝♦♥♥✉❡ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❛r❧❡✱ ❡♥ ❞é❜✉t ❞✬✐tér❛t✐♦♥✱ ❞❡ r❛②♦♥ ❞❡ ré❣✐♦♥ ❞❡
❝♦♥✜❛♥❝❡ ✭♦✉ ❞❡ r❛②♦♥ ❞❡ ❜♦✉❧❡✮ ∆k ♣❧✉tôt q✉❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ♣❛s ❞✬❛✈❛♥❝❡♠❡♥t✳ ▲✬✐❞é❡
❡st ❞❡ rés♦✉❞r❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✱ ❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞❡
❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ❧✬✐tér❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡✱ ❧❡s ♠ê♠❡s
❝❤♦✐① q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❧✐♥❡ s❡❛r❝❤ s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✱ à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♥❥✉❣✉é
q✉✐ ♥✬❛ ♣❛s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✳ ■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡
❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❜❛sés s✉r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ tr✉st r❡❣✐♦♥ s♦♥t très s❡♥s✐❜❧❡s ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡
♠❛✉✈❛✐s❡s é❝❤❡❧❧❡s✱ q✉❡ ❧✬♦♥ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ s♦✉s ❧❛ ❞é♥♦♠✐♥❛t✐♦♥ ♣♦♦r❧② s❝❛❧❡❞✳
❈❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ♣❡✉t ❛❞♠❡ttr❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ très ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
♦❜❥❡❝t✐❢ ✭❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ♣❛r❢♦✐s✮ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳
❈❡tt❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❧❡s r❡♥❞ très s♦✉✈❡♥t ❜✐❡♥ ♠♦✐♥s r♦❜✉st❡s q✉❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s
♠ét❤♦❞❡s ❧✐♥❡ s❡❛r❝❤ ✐♥tr✐♥sèq✉❡♠❡♥t ♥♦♥ s❡♥s✐❜❧❡s ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ♣♦♦r❧② s❝❛❧❡❞✳
❇✐❡♥ q✉✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞é♣♦✉r✈✉ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣rés❡♥t❡ r❛r❡♠❡♥t ✉♥ ✐♥térêt ❞❛♥s ❞❡s ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥❝rèt❡s ❞✉ ♠♦♥❞❡ ✐♥❞✉str✐❡❧✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡s✱ ❛♣rès q✉❡❧q✉❡s
❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ❡t ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ❢♦r♠❡♥t ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❈◆▲PPs✱ s♦✉✈❡♥t rés♦❧✉s ♣❛r ❧❛
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ s❛♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t ❬✷✶✸❪✳ ❈❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❢❛✐t
❛♣♣❡❧ ❛✉ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬❡q✳ ✭✸✳✷✼✮ ❞♦♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ L
❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
L(x,λ,µ) = f(x) + λT g(x) + µTh(x), ✭✸✳✺✵✮
✼✷
♦ù λ ❡t µ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉rs ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❞✬✐♥é❣❛❧✐té ✭λi ≥ 0, ∀i = 1, ...,mi✮ ❡t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬é❣❛❧✐té ✭µj ≥ 0, ∀j = 1, ...,me✮✳ ◆♦✉s
✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡✉① t❤é♦rè♠❡s à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡
t②♣❡ ❈◆▲PP✳ P♦✉r ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s t❤é♦rè♠❡s✱ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ❡st r❡♥✈♦②é ✈❡rs ❧❡s ré❢ér❡♥❝❡s
❬✷✶✸✱✷✷✸✱✷✷✹❪✳
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶ ✭❈♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❞❡ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✮
❙✉♣♣♦s♦♥s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✈ér✐✜é❡s ✿
✶✳ x∗ ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✷✼✮✳
✷✳ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f ✱ gi ❡t hj s♦♥t ❝♦♥t✐♥✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡s✳
✸✳ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ▲■❈◗ ✭▲✐♥❡❛r ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❈♦♥str❛✐♥t ◗✉❛❧✐✜❝❛t✐♦♥✮ s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ❛✉ ♣♦✐♥t
x∗✱ ✐✳❡✳ ❧❡s ❣r❛❞✐❡♥ts ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬é❣❛❧✐té ❡t ❞✬✐♥é❣❛❧✐té s♦♥t ❧✐✲
♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳
❛❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉rs ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ λ∗ ≥ 0 ❡t µ∗ ≥ 0 ❡t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
s✉✐✈❛♥t❡s✱ ❝♦♥♥✉❡s s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❑❛r✉s❤✲❑✉❤♥✲❚✉❝❦❡r ✭❑❑❚✮✱ s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ✿

∇xL(x∗,λ∗,µ∗) = 0,
λ∗i gi(x
∗) = 0, ∀i = 1, ...,mi,
hj(x
∗) = 0, ∀j = 1, ...,me.
✭✸✳✺✶✮
❉❛♥s ❧✬éq✳ ✭✸✳✺✶✮✱ ∇x r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❣r❛❞✐❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x✳ ▲❡ ♣♦✐♥t
(x∗,λ∗,µ∗) ❡st ❛♣♣❡❧é ♣♦✐♥t ❑❑❚✳
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷ ✭❈♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✣s❛♥t❡s ❞❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✮
➱t❛♥t ❞♦♥♥é❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f ✱ gi ❡t hj ❞❡✉① ❢♦✐s ❝♦♥t✐♥✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡s✳ ❙✉♣♣♦✲
s♦♥s q✉❡ ❧❡ ♣♦✐♥t (x∗,λ∗,µ∗) s♦✐t ✉♥ ♣♦✐♥t ❑❑❚ ❡t q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❤❡ss✐❡♥♥❡ ❞✉ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥
∇2L(x∗,λ∗,µ∗) s♦✐t ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❆❧♦rs✱ x∗ ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ str✐❝t❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✷✼✮✳
❈❡s ❞❡✉① t❤é♦rè♠❡s s♦♥t à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡
s❡❝t✐♦♥✳
❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❈◆▲PPs
❈❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ♥✬❛ ♣❛s ✈♦❝❛t✐♦♥ à ❞r❡ss❡r ✉♥❡ ❧✐st❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡①✐s✲
t❛♥ts ❛✉ss✐✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❡①♣❧✐q✉é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ▼❆❚▲❆❇ ♣♦✉r ❧❛
♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ét✐q✉❡ ♥♦✉s ❛ ❝♦♥❞✉✐t à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬♦♣✲
t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t♦♦❧❜♦① ❬✷✶✹❪ ❞❡ ❝❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣rés❡♥té❡s
✐❝✐ s♦♥t ❞♦♥❝ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❛♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❢♠✐♥❝♦♥ ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧✳ ❈❡✲
♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ été é❝❛rté❡✱ ♠❛❧❣ré s♦♥ ❡✣❝❛❝✐té✱ ❝❛r ❡❧❧❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s tr♦♣
✐♠♣♦rt❛♥t❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ tr✉st✲r❡❣✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé s❡✉❧❡♠❡♥t q✉❛♥❞ ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❝♦♥♥✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❡t✱ s♦✐t ❛✈❡❝ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜♦r♥é❡s✱ s♦✐t ❛✈❡❝ ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞✬é❣❛❧✐té✱ ♠❛✐s ♣❛s ❧❡s ❞❡✉①✳ ❈❡tt❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♥❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ♣❛s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞❛♥s ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣rés❡♥t♦♥s
✐❝✐ q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✱ à s❛✈♦✐r ✿
✼✸

q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ◗P ✭q✉❛❞r❛t✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✮✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞é✜♥✐ss❛♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ◗P s♦♥t ❧❡s
s✉✐✈❛♥t❡s ✿
• ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ f ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳
• ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬é❣❛❧✐té hj ❡t ❞✬✐♥é❣❛❧✐té gi s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡s ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳
❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs êtr❡ ❢♦✉r♥✐❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ◗P✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞és❛✈❛♥t❛❣❡
❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st q✉❡ ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ▲❛ ✈✉❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❢♦✉r♥✐❡ à ❧❛ ✜❣✳ ✸✳✶✺✳
❆♣rès q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✐t été ♠✐s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✷✼✮✱ ✐❧ ❢❛✉t ❢♦✉r♥✐r ❡♥ ❡♥tré❡
❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉♥ ♣♦✐♥t x0 ✧❛❞❛♣té✧✳ ◆♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡ ♣♦✐♥t ✐♥✐t✐❛❧
✐♥✢✉❡♥❝❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ r❡♥✈♦②é❡ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✐ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ♥♦♥✲❝♦♥✈❡①❡✳ ❆♣rès ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥
❞❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉rs ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡✱ ❧❡ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st é✈❛❧✉é à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬éq✳ ✭✸✳✺✵✮✳
▲✬ét❛♣❡ s✉✐✈❛♥t❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡t ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉✐ ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♦✉ ♣❛r é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✭❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❞✐✛ér❡♥❝❡ ✜♥✐❡ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ❙✉✐t❡ à ❝❡❧❛✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❤❡ss✐❡♥♥❡ ❞✉ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥ ❡st ❛♣♣r♦①✐♠é❡ ❡t ✉t✐❧✐sé❡ ❛✈❡❝ ❧❡
❣r❛❞✐❡♥t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧é ♣♦✉r ❢♦r♠❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t ✿
mindQk(d) = mind
1
2d
THBFGSk d+∇fTk d,
s✉❥❡t à ✿
A¯kd ≤ bk.
✭✸✳✺✷✮
❉❛♥s ❧✬éq✳ ✭✸✳✺✷✮✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❤❡ss✐❡♥♥❡ HBFGSk ❡st ❛♣♣r♦①✐♠é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❇❋●❙ ✭❇r♦②❞❡♥✲
❋❧❡t❝❤❡r✲●♦❧❞❢❛r❜✲❙❤❛♥♥♦✮ ❬✷✶✸❪✳ ▲❡ ✈❡❝t❡✉r d ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
éq✉✐✈❛❧❡♥t ❡t ♣❡✉t êtr❡ ✐♥t❡r♣rété ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣♦✉r ❧❛ k❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❙◗P✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✺✷✮ ét❛♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ◗P✱
❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❙✐ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
✭✸✳✷✼✮ s♦♥t ❧✐♥é❛r✐sé❡s ❡t ❧❡✉rs ❣r❛❞✐❡♥ts s♦♥t st♦❝❦és ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A¯k✳ ▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡
❡♥tr❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❙◗P ❡t ❆❙ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❙✱ s❡✉❧❡s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬✐♥é❣❛❧✐té ♥✬ét❛♥t ♣❛s r❡s♣❡❝té❡s ❛♣♣♦rt❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉✲
t✐♦♥ à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A¯k ✭❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬é❣❛❧✐té ét❛♥t t♦✉❥♦✉rs ✐♥❝❧✉s❡s✮✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡✱ ❧❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t r❛ss❡♠❜❧és ❞❛♥s ❧❡ ✈❡❝t❡✉r
bk✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❡st ❡♥s✉✐t❡ rés♦❧✉ ♣❛r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝♦✉r❛♥t❡s ❬✷✶✸❪✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❆❙✱ q✉❡❧q✉❡s ❝♦♥trô❧❡s ✐♥t❡r♥❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r s✐
❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♦♥t ❜✐❡♥ été é✈❛❧✉é❡s ❡t✱ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A¯k✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥
dk ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ ❧✐♥❡ s❡❛r❝❤ ❡t ❧❡ ♣❛s ❞✬❛✈❛♥❝❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥
sk ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉rs ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❡t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
xk+1 s♦♥t ♠✐s à ❥♦✉r✳ ❈❡tt❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❙◗P ❡t ❆❙ ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s✉❝❝✐♥❝t❡
❡t ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ✐♥tér❡ssé ♣❛r ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡st r❡♥✈♦②é ✈❡rs ❧❡s ré❢ér❡♥❝❡s ❬✷✶✸✱✷✶✹❪✳ ◆♦✉s ❛❥♦✉t❡r♦♥s
s❡✉❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❆❙✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❙◗P✱ ♣❡✉✈❡♥t t♦❧ér❡r q✉❡ q✉❡❧q✉❡s ✐tér❛✲
t✐♦♥s s♦✐❡♥t ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢❛✐s❛❜❧❡✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ❧✐♠✐t❡s ❞✉
❞♦♠❛✐♥❡✳
✼✺

❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ③ér♦✱ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ fϑ ❞❡✈r❛✐t s✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ f ✳ ▲❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♣r♦✲
❜❧è♠❡s ♣♦ssé❞❛♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬é❣❛❧✐té ❡st ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ à rés♦✉❞r❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
✐♥✐t✐❛❧✱ ❡t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❢❛✐t❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r
t❡♠♣s✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❑❑❚ ✭éq✳ ✭✸✳✺✶✮✮ s♦♥t ✐♠♣♦sé❡s s✉r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐❞éré✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧é❡ ◆❡✇t♦♥ st❡♣✳ ❙✉✐t❡ à ❝❡❧❛✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡
✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❤❡ss✐❡♥♥❡ ❞✉ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❙✐ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s✱ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥
♣❡✉t ♣♦✉rs✉✐✈r❡ ❡t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉rs ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ s♦♥t ♠✐s
à ❥♦✉r✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♥❥✉❣✉é✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ✐❝✐ ❛♣♣r♦①✐♠é ❞❡ ♠❛✲
♥✐èr❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❡t rés♦❧✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ tr✉st r❡❣✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ ♣❛r ❧✬✉♥❡ ♦✉ ❧✬❛✉tr❡
❞❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ xk+1 ❞❡ ❧✬✐tér❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s
❡t ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣❡✉t êtr❡ ✈ér✐✜é✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡ ❞é❢❛✉t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡
❡st q✉✬❡❧❧❡ ❛ t❡♥❞❛♥❝❡ à ❣❛r❞❡r ❧❡s ✐tér❛t✐♦♥s ✧é❧♦✐❣♥é❡s✧ ❞❡s ❧✐♠✐t❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢❛✐s❛❜❧❡ ❡t ✉♥❡
str❛té❣✐❡ ❞♦✐t êtr❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ♣♦✉r ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ③♦♥❡s✳
◗✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡♠♣❧♦②é❡✱ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❛♥s ▼❆❚▲❆❇
✉t✐❧✐s❡ q✉❛tr❡ ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❬✷✶✹❪ ✿
• ◆♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬✐tér❛t✐♦♥ ✿ k + 1 ≤ Kmax✱
• ❋❛✐❜❧❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ✿ |f(xk+1)− f(xk)| < σf ✱ ❛✈❡❝ 0 < σf ≪ 1✱
• ❱❛r✐❛t✐♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✿ ‖xk+1 − xk‖ < σx✱ ❛✈❡❝
0 < σx ≪ 1✱
• ◆♦r♠❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ✵ ✿ ‖∇L(xk+1)‖ < σ∇✱ ❛✈❡❝
0 < σ∇ ≪ 1✳
▲♦rsq✉✬❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❞❡ ❝❡s ❝r✐tèr❡s ❡st ❛tt❡✐♥t✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st st♦♣♣é✳ ■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r
q✉❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡
❞♦♥♥é❡s s❛♥s ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳
✸✳✸✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s s✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❛ ♣rés❡♥té❡ q✉❡❧q✉❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐✲
♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❈◆▲PP ❡t é✈♦q✉é❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♦✉t✐❧s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳ ▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ q✉✐ ❡♥ rés✉❧t❡ ❡st q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ s❡r❛✐t ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ré✲
s♦✉❞r❡ ❧❡ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦✉s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é♣❡♥❞✱ ❡♥ ❣r❛♥❞❡
♣❛rt✐❡✱ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ à tr❛✐t❡r✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❢♦❝❛❧✐sé ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s✉r ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ♣❛rt✐✲
❝✉❧✐èr❡s✱ ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ◆❯❘❇❙ ♣♦✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡
♠♦❞è❧❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♥♦t❛♠♠❡♥t ✈✉ q✉❡ ♣❛r♠✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s✱ ❊❘❆❙▼❯❙ s❡
❞é♠❛rq✉❡ ♣❛r s❛ ❝❛♣❛❝✐té à tr❛✐t❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❡①trê♠❡♠❡♥t ❣é♥ér❛✉① à ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❝♦♥st❛♥t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ▼❆❚▲❆❇ r❡♥❞ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ très
s✐♠♣❧❡ à ✐♥t❡r❢❛❝❡r ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s ♦✉ ❞✬❛✉tr❡ ❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✳ ■❧ ❢❛✉t ❝❡♣❡♥✲
❞❛♥t ♥♦t❡r q✉❡✱ ♠❛❧❣ré ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐té ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ tr❛✐tés✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s
♣❡✉t r❡♥❞r❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ très ❝♦ût❡✉s❡ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t s✐ ❝❤❛q✉❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❞♦✐t
❢❛✐r❡ ❛♣♣❡❧ à ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✳ ❉❛♥s ❞❡ t❡❧s ❝❛s✱ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s❛t✐♦♥
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♠✐s❡s ❡♥ ♣❧❛❝❡ ♠❛✐s ✐❧ ❡st ❝❡rt❛✐♥ q✉❡ ❊❘❆❙▼❯❙ ♣❡✉t êtr❡ ❧✐♠✐té✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❛✉tr❡s
✼✼
♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s✱ ♣❛r ✉♥ tr♦♣ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉s à tr❛✐t❡r ✭✐✳❡✳ tr♦♣ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡
❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ✉♥❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✮✳ ❈❡❝✐ ❡①✲
♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s s♦✐❡♥t ❡♥❝♦r❡ rés♦❧✉s ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ❛❧♦rs
q✉✬✐❧s s♦♥t ♥♦♥✲❝♦♥✈❡①❡s✳ ▼ê♠❡ s✐✱ ❞❛♥s ❞❡ t❡❧s ❝❛s✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♥❡ s✬❛✈èr❡
♣❛s êtr❡ ✉♥ ❜♦♥ ❝❤♦✐① ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ t❡♠♣s✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ♥✬❡♥ ❡st
♣❛s ✉♥ ♥♦♥ ♣❧✉s✱ à ♠♦✐♥s q✉✬✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣r♦❢♦♥❞❡ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s q✉✐ ré❣✐ss❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❝♦♥s✐❞éré ♣❡r♠❡tt❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ♣❡rt✐♥❡♥t✳ ❈❡❝✐ ét❛♥t r❛r❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ❤②❜r✐❞❡✱ ❝♦✉♣❧❛♥t ✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣❛r ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✱
s❡♠❜❧❡r❛✐t êtr❡ ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ❛♣♣r♦♣r✐é❡✳ ▲❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❡st ❛❧♦rs
r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ✉♥❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛✜♥ ❞✬❡♥ ❡①tr❛✐r❡ ✉♥
♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ♣❡rt✐♥❡♥t ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ ❈✬❡st ❧❡ ❢♦♥❞❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ✐❝✐ ❡t q✉✐ s❡r❛ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳
✸✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
▼ê♠❡ s✐ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡t s✉r❢❛❝❡s ◆❯❘❇❙ ❡st ✈❛st❡♠❡♥t ré♣❛♥❞✉❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t
❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❈❆❖ ♦ù ❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ♣♦✉r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡t
s✉r❢❛❝❡s ❞❡♣✉✐s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✾✵✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st
r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♥♦✉✈❡❧❧❡✳ ❈❡s ❡♥t✐tés ❜é♥é✜❝✐❡♥t ♣♦✉rt❛♥t ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡t
s✉r❢❛❝❡s ❡t ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥ ♦✉t✐❧s très ✈❡rs❛t✐❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♠♠❡
♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉✱ ❝❡tt❡ ✈❡rs❛t✐❧✐té ❛ ✉♥ ❝♦ût ❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛❝t✉❡❧❧❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❡s ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s
◆❯❘❇❙ ♣♦✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❢♦♥t ❛♣♣❡❧ à ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ♣♦✉r
✜①❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s q✉✐ ♠♦❞✐✜❡♥t ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❝❡s
♠ét❤♦❞❡s ❡st ❞♦♥❝ s♦✉✈❡♥t s♦✉s✲♦♣t✐♠❛❧❡✳ ▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❡✉t êtr❡ ♠✐s❡ s♦✉s ❧❛
❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❈◆▲PP✱ ✐♥tr✐♥sèq✉❡♠❡♥t ♥♦♥✲❝♦♥✈❡①❡ ❡t ❛✈❡❝ ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❞♦♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❢♦✉r♥✐❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❆♣rès ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s✉❝❝✐♥❝t❡ ❞❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡①✐st❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❡s ❈◆▲PPs✱ ✐❧ s✬❡st ❛✈éré q✉✬❛✉❝✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
♥❡ ♣♦✉✈❛✐t êtr❡ q✉❛❧✐✜é❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ✐❞é❛❧❡✳ ❈❡ ❝♦♥st❛t ♥♦✉s ❛ ❝♦♥❞✉✐t à ❝ré❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❤②✲
❜r✐❞❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r ❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡ ❞❡✉① ❣r❛♥❞❡s ❝❧❛ss❡s ❡①✐st❛♥t❡s✱
à s❛✈♦✐r ❧❡s ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❡t ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✳ ▲❡ r❡st❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ s✬❡st
❞♦♥❝ ❢♦❝❛❧✐sé❡ s✉r ❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❡♠♣❧♦②é❡s ♣❛r ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❤②❜r✐❞❡✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❊❘❆❙▼❯❙ ❛ ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ét❛✐t ♠♦t✐✈é❡ ♣❛r s❛ ❝❛♣❛❝✐té à tr❛✐t❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
❞♦♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s
❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❊❘❆❙▼❯❙ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❢♠✐♥❝♦♥ ❞❡ ▼❆❚▲❆❇ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❛✣♥❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs✳
✼✽
❈❤❛♣✐tr❡ ✹
❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡
♠♦❞è❧❡
✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ♠♦✐♥s
❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞♦♥t ✐❧ ❡st ✐ss✉✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s
♣❡✉t êtr❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞✬✉♥ ❝❛s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧✬❛✉tr❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥
❞✬✐♠❛❣❡✱ ❝✬❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ r❡st✐t✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ q✉❛❧✐té q✉❡ ❧✬♦♥
❝❤❡r❝❤❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ❝✬❡st ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ r❡st✐t✉t✐♦♥
❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ✭✐✳❡✳ ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❛✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❛✱ ♦✉ ❧❡s✱ s♦rt✐❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬❡♥tré❡✮ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ♠✐♥✐♠✐s❡r ❡♥ ♣r✐♦r✐té✳ ❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ré❞✉✐r❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡
r❡st✐t✉t✐♦♥ ♣❛ss❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❝❡tt❡ r❡st✐t✉t✐♦♥✳
◆♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ◆❯❘❇❙✱ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ♣♦✐♥ts
❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✐♠✐♥✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡
t❛♥❞✐s q✉❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡s ❞❡❣rés ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ r❡st✐t✉t✐♦♥✳
❙✉♣♣♦s♦♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡ ▼■▼❖ ✭▼✉❧t✐♣❧❡ ■♥♣✉ts ▼✉❧t✐♣❧❡ ❖✉t♣✉ts✮✱ ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ✉♥
♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥tré❡s N ❡t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦rt✐❡s M ✳ ❈❡ s②stè♠❡ ❛❞♠❡t ♣♦✉r ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt
z(X) t❡❧❧❡ q✉❡ ✿
R
N → RM ,
z : X → z (X) , ✭✹✳✶✮
❛✈❡❝ X ∈ RN ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s N ❡♥tré❡s ❞✉ s②stè♠❡✱ z (X) ∈ RM ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s
M s♦rt✐❡s ❞✉ s②stè♠❡✳ ❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ z ❡st ❝♦♥♥✉❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❡t ♥❡ ❞❡♠❛♥❞❡
♣❛s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♣♦✉r êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥❞✉str✐❡❧s✱
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ z ❡st r❛r❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ♥❡ ♣❡✉t s♦✉✈❡♥t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡
q✉✬❡♥ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❧✐♠✐té ❞❡ ♣♦✐♥ts✱ ❞û ❛ ✉♥ ❝♦✉♣ ❡♥ r❡ss♦✉r❝❡s ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ❧❡s ♦❜t❡♥✐r✳
▲❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ zˆ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿
zˆ (X) = z (X) + ǫ (X) , ✭✹✳✷✮
❛✈❡❝ zˆ (X) ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ z (X) ❡t
ǫ (X) ❧✬❡rr❡✉r ❝♦♠♠✐s❡ ❛✉ ♣♦✐♥tX✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ zˆ (X) ❡st ❞❡ ♥é❝❡ss✐t❡r ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠♦✐♥s
✼✾
❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♣♦✉r êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ z (X) q✉✬❡❧❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❡✳ ■❧ ❡st ❜✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t
très ❝♦♠♣❧✐q✉é ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ǫ (X) ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ X ❡t✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡
❛✉① ❜♦r♥❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ǫmax ❡t ǫmin✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ z (X) ♥✬ét❛♥t ♣❛s ❝♦♥♥✉❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✱
❝❡s ❜♦r♥❡s s♦♥t s♦✉✈❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠é❡s s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❛②❛♥t✱ ♦✉ ♥♦♥✱ été ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r
♣❛r❛♠étr❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ zˆ (X)✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ré❛❧✐s❛♥t ✉♥❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✱ ❧✬❡rr❡✉r
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛✉① ♣♦✐♥ts ❛②❛♥t s❡r✈✐s à ♣❛r❛♠étr❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ zˆ (X) ❡st ♥✉❧❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱
✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❡st✐♠❡r ǫmax ❡t ǫmin à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ♥✬❛②❛♥t ♣❛s s❡r✈✐s à
♣❛r❛♠étr❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ zˆ (X)✳
P❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ zˆ (X) ✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✮✳ ❊❧❧❡s s✬❛♣♣✉✐❡♥t✱
♠❛❥♦r✐t❛✐r❡♠❡♥t✱ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s {Qs = z (Xs)} ♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ z ❛ été é✈❛❧✉é❡
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①❛❝t❡ ♦✉ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣♦✉r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬❡♥tré❡ Xs✳ ❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s
❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ zˆ (X) ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ǫmax✱ ❧✐é à ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡✱ ❡t
ǫmoy ✭❧✬❡rr❡✉r ♠♦②❡♥♥❡✮✱ ❧✐é à ❧❛ q✉❛❧✐té ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❉✬❛✉tr❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ✉t✐❧✐sés ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡ P❡❛rs♦♥ ❬✶❪ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♦♥
❛♣♣r♦①✐♠❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ z (X) ♣❛r ✉♥❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ ✿
[0, 1]N → RM ,
H : u → H (u) , ✭✹✳✸✮
♦ù H (u) ∈ RM ❡st ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ ❛✉① ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣❛r❛♠é✲
tr✐q✉❡ u =
(
u(1), . . . , u(N)
) ∈ RN ✳ ▲❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡H (u) r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡sM ❞✐✛ér❡♥t❡s s♦rt✐❡s
❞✉ s②stè♠❡ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s u r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s N ❡♥tré❡s✳ ❊♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝
❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ❡t ❧❡s ♣r❛t✐q✉❡s ✉s✉❡❧❧❡s ❞✉ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡t s✉r❢❛❝❡s
◆❯❘❇❙ ❬✷❪✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ u(k)✱ k = 1, . . . , N ✱ s♦♥t ❜♦r♥é❡s ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, 1]✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ ❞❡
❞é♣❛rt ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ z (X) ét❛♥t ✉♥ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ E ⊂ RN 6= [0, 1]N ✱ ♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❜✐❥❡❝t✐✈❡ f t❡❧❧❡ q✉❡ ✿
E → [0, 1]N ,
f : X → f (X) = u. ✭✹✳✹✮
❈❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ❧❡s ❡♥t✐tés ◆❯❘❇❙ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡
❞é✜♥✐❡s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ E✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❞❡s ❡✛❡ts ❞✬é❝❤❡❧❧❡s
❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❡♥tré❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡t s✉r❢❛❝❡s✱ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥✲
♥é❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s✱ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r
✭✐✳❡✳ ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r✮✳ ❈❡ ♥✬❡st ♣❛s ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ❧♦rsq✉✬♦♥ ♠♦❞é❧✐s❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡
▼■▼❖✱ ❡t ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❞✬é❝❤❡❧❧❡s ❞✉s ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s
❞✬❡♥tré❡ q✉✐ ♥✬♦♥t ♣❛s ❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ♥❛t✉r❡✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡
♣♦✉r ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ❞❡H (u)✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ zˆ (X) ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
z (X) ❡st ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
E → RM ,
zˆ : X → H (f (X)) . ✭✹✳✺✮
▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ zˆ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧✬❤②♣❡r✲
s✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡✉✐❧✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛❝t✉❡❧❧❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❡s ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ◆❯❘❇❙ s❡ ❢♦❝❛❧✐s❡♥t s✉r ❧❛ ❞é✲
t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♦✐t ❡♥
✽✵
❞❡ss♦✉s ❞✉ s❡✉✐❧ ✜①é ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❚♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ s♦♥t ✜①és ♣❛r
❞❡s rè❣❧❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s q✉✐ ❜r✐❞❡♥t ❧❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ♦✛❡rt❡s ♣❛r ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡s ❡♥t✐tés ◆❯❘❇❙✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ❝❡s rè❣❧❡s s♦♥t ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t ❥✉st✐✜❛❜❧❡s ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡s ♥❡ r❡♣♦s❡♥t s✉r ❛✉❝✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ♣❤②s✐q✉❡✳
▲❡✉r ✐♥térêt ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st q✉✬❡❧❧❡s s✐♠♣❧✐✜❡♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡
❝♦♥trô❧❡✱ ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❊❧❧❡s ❛ss✉r❡♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t
q✉❡ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ à ✐♥✈❡rs❡r s♦✐t ♥♦♥✲♥✉❧✳ ❊❧❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❢♦rt❡♠❡♥t
❧✐♠✐t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s à ✜①❡r ♣♦✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ▼ê♠❡ s✐ ❡❧❧❡s ❞ér✐✈❡♥t ❞❡s rè❣❧❡s ❜✐❡♥
❝♦♥♥✉❡s ❞✉ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡t s✉r❢❛❝❡s✱ ❧❡✉r ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ r❡♠✐s❡ ❡♥ ❝❛✉s❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡t s✉r❢❛❝❡s✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s
♠❛tr✐❝❡s à ✐♥✈❡rs❡r ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ✭st♦❝❦❛❣❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡t t❡♠♣s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ♦✉ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡✮ ♥❡ ❧✐♠✐t❡ ♣❛s ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ◆❯❘❇❙✳ ❊♥
r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡✱ ✐❧ ❡st très ♣❡rt✐♥❡♥t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ✭ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮ ♦✉ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡
❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ✭❜♦✉❝❧❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ❈✬❡st ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♦♣t✐q✉❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✲
✈❡❧♦♣♣é ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r t♦✉s ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♦♣t✐♠❛✉① ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙
❡t ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❡t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳
P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ✭✐✳❡✳ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ zˆ✮ ❡st
tr❛✐té ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ✜tt✐♥❣ ♣❛r ✉♥❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st tr❛✐té s❛♥s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❛✉❝✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✐♠♣❧✐✲
✜❝❛tr✐❝❡ s✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❛❝t✉❡❧❧❡s✳ P❛r ❝♦♥sé✲
q✉❡♥t✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ q✉✐ ❡♥ rés✉❧t❡ ❡st ❞é✜♥✐ s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ à ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t
♥♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉✬✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ❢♦r♠✉❧é ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ♠♦❞✉❧❛✐r❡s
❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s✱ ❞♦♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡
❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♦♣t✐♠❛✉① ❞✉
♠♦❞è❧❡ ré❞✉✐t✳ ❈❡tt❡ str❛té❣✐❡ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥é✲
t✐q✉❡ ❊❘❆❙▼❯❙ ❬✷✶✷❪✱ ❡t ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ✐♠♣❧é♠❡♥té❡ ❞❛♥s ▼❆❚▲❆❇✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❙ ✐♠♣❧é♠❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❢♠✐♥❝♦♥✱ ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡
q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
❞❡ ♣♦✐♥ts ❝♦♥♥✉s✱ ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧és ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ❡st t♦✉t à ❢❛✐t tr❛♥s♣♦s❛❜❧❡ ❛✉ ❝❛s ❞❡
❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s✮✳
▲❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♥❡ ❢♦♥t ♣❛s ♣❛rt✐❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❡♥tré❡ ❞❡
♥♦tr❡ ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❝❛r ❡❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s
❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ♣❡✉t ❛tt❡✐♥❞r❡ ❞❡s t❛✐❧❧❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❡t ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❡r✲
♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s❡r♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳
✹✳✷ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦✲
❞è❧❡ ❝♦♠♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡
✹✳✷✳✶ ❱❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
▲❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡s ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ◆❯❘❇❙ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s
♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ q✉✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❡r♠❡tt❛✐t ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧✬❡♥t✐té ♦❜t❡♥✉❡✳ ▲❡s
♥♦t❛t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s r❡st❡♥t ✈❛❧❛❜❧❡s ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙
✽✶
❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✿ H(u) : RN → RM ♦ù N ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬❡♥tré❡ ❞✉
♠ét❛♠♦❞è❧❡ ❡tM r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s s♦rt✐❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ré❞✉✐t✳ ▲✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡
❡st ❛❥✉sté❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s✱{
Qs1,...,sN = z(Xs1,...,sN ), z(Xs1,...,sN ) =
(
z(1)(Xs1,...,sN ), ..., z
(M)(Xs1,...,sN )
)
∈ RM
}
, ✭✹✳✻✮
❛✈❡❝
Xs1,...,sN =
(
X(1)s1 , ..., X
(N)
sN
)
∈ RN , sk = 0, ..., rk, ✭✹✳✼✮
♦ùXs1,...,sN ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬❡♥tré❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ z ❡t rk+1 ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ♠❡s✉rés
❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ k✱ k = 1, ..., N ✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛
z(j)(Xs1,...,sN ) = Q
(j)
s1,...,sN
, j = 1, . . . ,M. ✭✹✳✽✮
▲❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿
nTP =
N∏
k=1
(rk + 1) , ✭✹✳✾✮
t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✿
nCP =
N∏
k=1
(nk + 1) , ✭✹✳✶✵✮
nk + 1 ét❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ k✳
▲✬❡q✳ ✭✸✳✷✶✮✱ q✉✐ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
q✉✐ ré❣✐ss❡♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ s♦♥t ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♥❛t✉r❡s✳
• ❱❛r✐❛❜❧❡s ❡♥t✐èr❡s✳ P❛r♠✐ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs✱ ♥♦✉s ❞é♥♦♠✲
❜r♦♥s ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ nk+1✱ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❦♥♦ts ❞❡s ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs mk+1
❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❞❡❣rés pk ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ RN ✳
• ❱❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s✳ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ré❡❧s s♦♥t ♣❧✉s ♥♦♠❜r❡✉s❡s✳
❊❧❧❡s ❝♦♠♣t❡♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s u(k)sk ✱ sk = 0, ..., rk✱ k = 1, ..., N ✱ ❛✉①q✉❡❧❧❡s
❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❡st é✈❛❧✉é❡✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡s ❦♥♦t ✈❡rt♦rs U (k)lk ✱
lk = 0, ...,mk + 1✱ k = 1, ..., N ✱ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ P (j)i1,...,iN ✱ j = 1, ...,M ✱ ik = 0, ..., nk✱
k = 1, ..., N ✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s s♦rt✐❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡t ❧❡s ♣♦✐❞s q✉✐ ❧❡✉rs
s♦♥t ❛ss♦❝✐és ωi1,...,iN ✱ ik = 0, ..., nk✳
❈❡rt❛✐♥s ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ✐♥t❡r❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐♥t❡❧❧✐✲
❣❡♠♠❡♥t ❝❤♦✐s✐s✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❦♥♦ts mk + 1 ❞é♣❡♥❞ ❞✉
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ nk + 1 ❡t ❞✉ ❞❡❣ré pk ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ k✱ k = 1, ..., N ✳ ■❧s s♦♥t ❧✐és
♣❛r ❧✬éq✳ ✭✸✳✻✮ q✉❡ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ✐❝✐ ✿
mk = nk + pk + 1, k = 1, ..., N. ✭✹✳✶✶✮
✽✷
❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s mk + 1 ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs ♥❡ s♦♥t ♣❛s t♦✉t❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s pk + 1
♣r❡♠✐èr❡s ✈❛❧❡✉rs s♦♥t ✜①é❡s à ✵ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s pk + 1 ❞❡r♥✐èr❡s s♦♥t ✜①é❡s à ✶✳ ■❧ ♥✬② ❛ ❞♦♥❝
❡♥ ❢❛✐t q✉❡ nk − pk ✈❛❧❡✉rs ✐♥❝♦♥♥✉❡s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs✳ ❈❡tt❡ q✉❛♥t✐té ♥❡ ♣♦✉✈❛♥t
♣❛s êtr❡ ♥é❣❛t✐✈❡✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡✱ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ k✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡
❝♦♥trô❧❡ nk + 1 ❞♦✐t êtr❡ str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r ❛✉ ❞❡❣ré pk✳
P♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ❛✉①q✉❡❧❧❡s s❡r♦♥t é✈❛❧✉é❡s ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡
❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f (X) ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
E → [0, 1]N ,
f : X → f (X) = (f (1) (X(1)) , . . . , f (N) (X(N))) = u, ✭✹✳✶✷✮
❛✈❡❝ u ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ❧✐é❡s ❛✉① ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡ ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ X✱ E ❧✬❡s✲
♣❛❝❡ ❞❡ ❞é♣❛rt ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿
E =
[
X
(1)
min, X
(1)
max
]
× . . .×
[
X
(N)
min , X
(N)
max
]
, ✭✹✳✶✸✮
❡t f (k)
(
X(k)
)
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝✐t♦♥ k ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿[
X
(k)
min, X
(k)
max
]
→ [0, 1] ,
f (k) : X(k) → f (k) (X(k)) = X(k) −X(k)min
X
(k)
max −X(k)min
= u(k).
✭✹✳✶✹✮
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f (X) ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❧❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❡♥tré❡ ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ E s✉r
❧✬❡s♣❛❝❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ [0, 1]N ✳ ▲❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s u(k)sk ✱
sk = 0, ..., rk✱ k = 1, ..., N ✱ s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ♦❜t❡♥✉❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ❞❛♥s
❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❡♥tré❡s ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ X(k)sk ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
u(k)sk =
X
(k)
sk −X(k)min
X
(k)
max −X(k)min
, sk = 0, ..., rk, k = 1, ..., N, ✭✹✳✶✺✮
♦ù X(k)sk ❡st ❧❛ k
❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞✉ sk❡ ♣♦✐♥t ❝✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ k✱ X
(k)
min ❡t X
(k)
max r❡♣rés❡♥t❡♥t
❧❡s ❜♦r♥❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ X ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ k ❡t rk + 1 r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ♠❡s✉rés ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ✉♥❡ ❡♥t✐té ◆❯❘❇❙ ♣❛ss❡
❡①❛❝t❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡s ❜♦r❞s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❬✷❪ ❡t ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡ ❞✬❛✈♦✐r ❝❡s ♣♦✐♥ts ♣❛r♠✐ ❧❡s
♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s✳
▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐❞s ωi1,...,iN ✱ ik = 0, ..., nk✱ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ♣❡✉t ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥
♥♦♠❜r❡ ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧✐♠✐t❛♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ét✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❝❡t ♦♣t✐q✉❡✱ ♥♦tr❡ ❛♣✲
♣r♦❝❤❡ ✉t✐❧✐s❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ❞❡s ❇✲❙♣❧✐♥❡s ✭✐✳❡✳ t♦✉s ❧❡s ♣♦✐❞s s♦♥t é❣❛✉① à ✶✮ ❡t ❞❛♥s ✉♥
s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ s❡✉❧s ❧❡s ♣♦✐❞s ❞❛♥s ❧❡s ③♦♥❡s ♦ù ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞é♣❛ss❡ ❧❡ s❡✉✐❧ ✜①é ♣❛r
❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r s♦♥t ♦♣t✐♠✐sés✳ ❈❡❧❛ ❡st r❡♥❞✉ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛r ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ✐♥tr✐♥sèq✉❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧ ❞❡s
❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ◆❯❘❇❙ ✭✐✳❡✳ ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛❣✐t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ❞é✜♥✐❡
♣❛r s♦♥ s✉♣♣♦rt ❧♦❝❛❧✮✳
✽✸
▲♦rsq✉❡ t♦✉s ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts s♦♥t ✜①és✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ❞❡s
♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡Pi1,...,iN ✱ ik = 0, ..., nk✱ s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s
❧✐♥é❛✐r❡s✳ ▼ê♠❡ s✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ✧s✐♠♣❧❡✧✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ à ✐♥✈❡rs❡r ❧♦rsq✉❡ ❧❛
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ N ✱ ♦✉ q✉❡ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ rk + 1✱
❛✉❣♠❡♥t❡♥t ♣❡✉t s✬❛✈ér❡r ✉♥❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣❡✉t
❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡s tér❛♦❝t❡ts✳ ❈✬❡st ♣♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥ q✉❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥ts✱
❡t ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ♣❛s ❧❡ st♦❝❦❛❣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡✱ ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣és ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s
❡t s✉r❢❛❝❡s ◆❯❘❇❙✳ ▲❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s❡r❛ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ à ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳
❊♥ rés✉♠é✱ t♦✉s ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ◆❯❘❇❙ ♥❡ ❢♦♥t ♣❛s ♣❛rt✐❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡✳ ❙❡✉❧s ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡ ❝❡tt❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ s♦♥t ♦♣t✐♠✐sés✱ ❧❡s
❛✉tr❡s ét❛♥t ❧✐és ♦✉ ❢♦✉r♥✐s ♣❛r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ✿
• ❧❡s ❞❡❣rés pk✱ k = 1, ..., N ✱
• ❧❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡s ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs mk + 1✱ k = 1, ..., N ✱
• ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ✐♥t❡r♥❡s ✭✐✳❡✳ ♥♦♥ ♣ré❞ét❡r♠✐♥é❡s✮ ❞❡s ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs U (k)lk ✱ lk = pk + 1, ...,mk −
pk − 1✱ k = 1, ..., N ✱
• ❧❡s ♣♦✐❞s ωi1,...,iN ✱ ik = 0, ..., nk✳
▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞❡❣rés pk ❡st N ✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❡♥tré❡s ❞✉
♠ét❛♠♦❞è❧❡✳ ■❧ ② ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t N t❛✐❧❧❡s ❞❡ ❦♥♦t ✈❡❝t♦r mk+1 à ❞ét❡r♠✐♥❡r✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts
❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡st✱ q✉❛♥t à ❧✉✐✱ ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ❧✬éq✳ ✭✹✳✶✶✮ ❛✈❡❝ pk ≤ nk ≤ rk✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉①
♣❛r❛♠ètr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ❞♦♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❡st ✜①❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s à ❞é✜♥✐r
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❦♥♦t ✈❡❝t♦r ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥st❛♥t ❡t ✈❛r✐❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ à ❧✬❛✉tr❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
❝❡s ♥♦♠❜r❡s s♦♥t ❧✐és à ❧❛ ❢♦✐s ❛✉① ❞❡❣rés pk ❡t ❛✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡s ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs mk + 1 ✭♦✉ ❛✉①
♥♦♠❜r❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ nk + 1✮ ✿
n
(k)
knots = nk − pk, k = 1, ..., N,
♦✉
n
(k)
knots = mk − 2pk − 1,
✭✹✳✶✻✮
❛✈❡❝ n(k)knots ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s à ❞é✜♥✐r ♣♦✉r ❧❡ ❦♥♦t ✈❡❝t♦r U
(k) ❞❛♥s ❧❛
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ k✱ k = 1, ..., N ✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ x ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
nvar = 2N +
N∑
k=1
(mk − 2pk − 1) +
N∏
k=1
(nk + 1) , ✭✹✳✶✼✮
❛✈❡❝ nvar ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ❈❡ ♥♦♠❜r❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥st❛♥t ❡t
❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ▲❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡♠♣❧♦②é❡ r❡♣♦s❡ s✉r
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ét✐q✉❡ ❊❘❆❙▼❯❙ ♣rés❡♥té ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ❡t s❡r❛ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❡♥ ✜♥
❞❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳
■❧ ❡st t♦✉t❡❢♦✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♣ré❝✐s❡r ❡♥ q✉♦✐ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♦♣t✐♠❛✉① ❞✬✉♥❡
❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡
✽✹
♣♦ssé❞❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♥♦t♦♥s✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♥❡ ✈❛r✐❡ ♣❛s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙
❣é♥éré❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ✜①❡rN ♣❛r❛♠ètr❡smk+1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡s ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs
❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ k✱ ❡t N ♣❛r❛♠ètr❡s pk ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ❛✉① ❞❡❣rés ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡
❞❛♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s k ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✳ ▲✬❛✉tr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st ❧✐é ❛✉①
✈❛❧❡✉rs ✐♥t❡r♥❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs✱ ❞♦♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
♣ré❝é❞❡♥t❡s ✭✐✳❡✳ ❧❡s ❞❡❣rés pk ❡t ❧❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡s ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs mk + 1✮✳ ❈❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs
U(k)✱ k = 1, ..., N ✱ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡ à ♦♣t✐♠✐s❡r✱ ❝❤❛q✉❡ ❦♥♦t ✈❡❝t♦r
ét❛♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ❛✉tr❡s✳ ▲✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ s②stè♠❡
♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❝♦♠♣♦rt❛♥t N ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs✱ ♦✉ t②♣❡s ❞❡ ♠♦❞✉❧❡✱ ❞♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs s♦♥t à ♦♣t✐♠✐s❡r ❛✉
♠ê♠❡ t✐tr❡ q✉❡ ❧❡s N ❞❡❣rés pk ❡t ❧❡s N t❛✐❧❧❡s mk + 1 ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs✳ ▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥
❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st r❡♥❞✉ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❊❘❆❙▼❯❙✱ ❝❛♣❛❜❧❡
❞✬♦♣t✐♠✐s❡r à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉rs ✈❛❧❡✉rs ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t②♣❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡
s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳
✹✳✷✳✷ ▼ét❤♦❞❡s ✐tér❛t✐✈❡s ❡①✐st❛♥t❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧✬❤②♣❡r✲
s✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙
❆❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐✲
♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ s♦♥t ❜❛sé❡s s✉r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ✐tér❛t✐✈❡s✳ ❊❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
❝❧❛ssé❡s ❡♥ ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s✱ à s❛✈♦✐r✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❛r ❛❥♦✉t ♦✉ ♣❛r s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ✐tér❛t✐❢ ❞❡ ♣♦✐♥ts
❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱ ❞✬❛✉tr❡s
s♦♥t ❛❥♦✉tés ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐tér❛t✐✈❡ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝r✐tèr❡ s♦✐t s❛t✐s❢❛✐t✳ ❉❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s✱
à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ é❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s✮✱ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ s♦♥t s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t s✉♣♣r✐♠és ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉✬✉♥ s❡✉✐❧ ❞✬❡r✲
r❡✉r s♦✐t ❛tt❡✐♥t✳ ❈❡rt❛✐♥❡s ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❛✜♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ à ❛ttr✐❜✉❡r à ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡✳ ▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡st
q✉✬❡❧❧❡s ♥❡ s❡ ❢♦❝❛❧✐s❡♥t q✉❡ s✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✜①és ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s✱ ❝✐✲❛♣rès✱ tr♦✐s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s
s✉r ❧✬❛❥♦✉t s✉❝❝❡ss✐❢ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ✉t✐❧✐sés ét❛♥t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t tr❛♥s♣♦s❛❜❧❡s à
❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r s✉♣♣r❡ss✐♦♥✳
◗✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✐tér❛t✐✈❡ ❡♠♣❧♦②é❡✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞♦✐t ✜①❡r✱ ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉✱ ❧❡s ❞❡❣rés
pk ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s k = 1, ..., N ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✳ ❈❡ ❝❤♦✐① ♣❡✉t êtr❡
❢❛❝✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té s♦✉❤❛✐té❡ ♣♦✉r ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ k ❡st ❝♦♥♥✉❡✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡t s✉r❢❛❝❡s ◆❯❘❇❙✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡s ❞❡❣rés pk = 3 s♦♥t s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sés
❝❛r ❝❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞✬✐♠♣♦s❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡s t❛♥❣❡♥❝❡s ❡t ❝♦✉r❜✉r❡s ❞❡ ❧✬❡♥t✐té ◆❯❘❇❙✳
▲✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞♦✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ✜①❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t
❞❡✉① rè❣❧❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ❬✷❪ ✿
• ❑♥♦t ✈❡❝t♦rs ✉♥✐❢♦r♠❡s✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♥÷✉❞s s♦♥t ❡s♣❛❝é❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ré❣✉❧✐èr❡✱ ✐✳❡✳

Ulk = 0, lk = 1, . . . , pk,
U
(k)
lk+pk
=
lk
nk − pk + 1 , lk = 1, . . . , nk − pk,
Ulk = 1, lk = mk − pk, . . . ,mk.
✭✹✳✶✽✮
✽✺
❈❡ t②♣❡ ❞❡ ❦♥♦t ✈❡❝t♦r ❡st ♣❧✉s ❛❞❛♣té à ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ré♣❛rt✐s ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t✳
• ❑♥♦t ✈❡❝t♦r ♠♦②❡♥♥és ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♥÷✉❞s✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱
s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✿

Ulk = 0, lk = 1, . . . , pk,
U
(k)
lk+pk
=
1
pk
∑lk+pk−1
j=lk
u
(k)
j , lk = 1, . . . , nk − pk,
Ulk = 1, lk = mk − pk, . . . ,mk.
✭✹✳✶✾✮
❈❡ t②♣❡ ❞❡ ❦♥♦t ✈❡❝t♦r r❡✢èt❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠✐❡✉① ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
❛ss♦❝✐é à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❝❤♦r❞ ❧❡♥❣t❤✱ ❡❧❧❡ ❛ss✉r❡ q✉✬❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ♣♦✐♥t ❝✐❜❧❡ ❡st ♣rés❡♥t
❡♥tr❡ ❞❡✉① ♥÷✉❞s ❬✷❪✱ ❝❡ q✉✐ ❢❛❝✐❧✐t❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳
❚♦✉t❡s ❧❡s str❛té❣✐❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ ❡①✐st❛♥t❡s ét❛♥t ❛①é❡s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t
s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱ ❧❡s ♣♦✐❞s ❞♦✐✈❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ✜①és ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❯♥❡
t❡❝❤♥✐q✉❡ ré♣❡♥❞✉❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✜①❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♣♦✐❞s à ✶ ❡t✱ ❛✐♥s✐✱ ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❡♥t✐tés
❇✲❙♣❧✐♥❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡t s✉r❢❛❝❡s✱ ❧❡s ♣♦✐❞s s♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐ts ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣♦✉r
r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡s ❝♦♥✐q✉❡s✱ ♥❡ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ r❡♣rés❡♥té❡s ❡①❛❝t❡♠❡♥t q✉✬❛✈❡❝ ❞❡s ◆❯❘❇❙ ❡t ♥♦♥ ❞❡s
❇✲❙♣❧✐♥❡s ❬✷❪✳ ■❧ ❡①✐st❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s rè❣❧❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ✜①❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ♣♦✐❞s✳
◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ✐❝✐ ❧❛ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❚✉r♥❡r ❬✷❪✳ ▲❡ ♣♦✐❞s ωi1,...,iN ❛✛❡❝té ❛✉
♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ Pi1,...,iN ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
ωi1,...,iN = ωmin + (ωmax − ωmin)
(
rTi1,...,iNR
−1ri1,...,iN
)
, ✭✹✳✷✵✮
❛✈❡❝ ωmin ❡t ωmax ❧❡s ♣♦✐❞s ♠✐♥✐♠✉♠ ❡t ♠❛①✐♠✉♠ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ri1,...,iN ❡t R s♦♥t
❞é✜♥✐s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✮ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
rTi1,...,iN =
(
R(ui1,...,iN ,u0) · · · R(ui1,...,iN ,unCP )
)
, ✭✹✳✷✶✮
R =

 R(u0,u0) · · · R(u0,unCP )✳✳✳ ✳ ✳ ✳ ✳✳✳
R(unCP ,u0) · · · R(unCP ,unCP )

 , ✭✹✳✷✷✮
♦ù ui1,...,iN =
(
u
(1)
i1
, . . . , u
(N)
iN
)
s♦♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡
❝♦♥trô❧❡ Pi1,...,iN ✱ us =
(
u
(1)
s , . . . , u
(N)
s
)
s♦♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞✉
♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡ s ❡t R (·, ·) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞♦♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
N = 1 ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
R (us1 , us2) = exp
−θ|us1−us2 |
τ
. ✭✹✳✷✸✮
❉❛♥s ❧✬éq✳ ✭✹✳✷✸✮✱ θ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ❡t τ ❞é✜♥✐t ❧❛ r❛♣✐❞✐té à
❧❛q✉❡❧❧❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞é❝r♦ît ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❚✉r♥❡r ❬✶❪ ❛ ❞é✜♥✐ q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ♣♦✉✈❛✐t
êtr❡ ❝❤♦✐s✐s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣♦✐❞s ♠✐♥✐♠✉♠ ωmin ❡t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ nCP ♣❛r ❧❡s
r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
θ = ln (ωmin) , ✭✹✳✷✹✮
✽✻
τ =
ln (ln (C))
ln
(
1
nCP
) , ✭✹✳✷✺✮
♦ù C ✭C > 1✮ ❡st ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✉ ♣♦✐❞s ♣rès ❞❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ❞✉
✈♦✐s✐♥❛❣❡✳ ❚✉r♥❡r ❬✶❪ ❢♦✉r♥✐t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❛r ❞é❢❛✉t ❞❡ ωmin = 0.1✱ ωmax = 1 ❡t C = 2✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞❡ ♣♦✐❞s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡✱ ♣❡r♠❡t ❞✬❡st✐♠❡r ❧❛ ✧❝♦♥✜❛♥❝❡✧ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t
❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ P❧✉s ❝❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s✱ ♣❧✉s ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❝❡ ♣♦✐♥t
s❡r❛ ❣r❛♥❞❡✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❡♠♣✐r✐q✉❡s ❡t ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ✜①❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞♦♥♥é❡
❞❛♥s ❧✬éq✳ ✭✹✳✷✸✮ ❡st ✈❛❧❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s N = 1✳ ❊♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ N q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡ ❝♦✉r❛♥t❡
❝♦♥s✐st❡✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❦r✐❣❡❛❣❡ ❬✾❪✱ à ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ rè❣❧❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡
❝❛s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ N q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶ ✿
R(us1 ,us2) =
N∏
k=1
R
(
u(k)s1 , u
(k)
2
)
, ✭✹✳✷✻✮
♦ù R (·, ·) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧✬éq✳ ✭✹✳✷✸✮✳ ◆♦t♦♥s
q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ R(k) (·, ·)✱ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ k ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣❛r❛✲
♠étr✐q✉❡✱ ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts θ(k) ❡t τ (k) ❞✐✛ér❡♥ts ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
❛✈❡❝ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❚✉r♥❡r✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts θ(k) s❡r❛✐t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✭ωmin
ét❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s✮✱ ❡t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧✐ss❛❣❡ τ (k) s❡r❛✐❡♥t
❞♦♥♥és ♣❛r ✿
τ (k) =
ln (ln (C))
ln
(
1
nk + 1
) , ✭✹✳✷✼✮
♦ù nk + 1 ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ k✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ét❛♥t ❞é✜♥✐s✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ✐tér❛t✐✈❡s s❡ ❢♦❝❛❧✐s❡♥t s✉r
❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡✉✐❧
❞✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ é✈♦❧✉❡ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❡t
❧❡✉rs ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❛r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ▲❛ str❛té❣✐❡
❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ❞ét❛✐❧❧é❡ ♣❧✉s t❛r❞ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ◆♦✉s ❡①♣❧✐❝✐t♦♥s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✐❝✐ q✉❡ ❧❡
s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s à rés♦✉❞r❡ ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ré❛❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s
❝❛rrés ❞♦♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
min gh =
nTP∑
s=1
(Qs −H(us))2 , ✭✹✳✷✽✮
♦ù Qs ❡st ❧❡ s❡ ♣♦✐♥t ❝✐❜❧❡ ❞❡s nTP ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ❡t H(us) ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙
❝❛❧❝✉❧é ❛✉① ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s us ❞✉ ♣♦✐♥t ❝✐❜❧❡ Qs✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s
q✉✐ rés✉❧t❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ gh✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❧✬♦❜t❡♥✐r✱ s♦♥t ❞ét❛✐❧❧és
♣❧✉s ❧♦✐♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳
▲❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s str❛té❣✐❡s ✐tér❛t✐✈❡s ♣rés❡♥té❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s
❝❛rrés ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❞❡s ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞✉
✽✼



❝♦♥trô❧❡ ❡t Ri1,...,iN
(
u
(1)
s , . . . , u
(N)
s
)
❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❧✬éq✳
✭✸✳✷✸✮✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s q✉✐ ❡♥ rés✉❧t❡ ♣❡✉t êtr❡ ♠✐s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
NP = Q, ✭✹✳✸✶✮
♦ù N ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ✿
N =


R0,...,0
(
u
(1)
1 , . . . , u
(N)
1
)
· · · Rn1,...,nN
(
u
(1)
1 , . . . , u
(N)
1
)
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
R0,...,0
(
u
(1)
nTP , . . . , u
(N)
nTP
)
· · · Rn1,...,nN
(
u
(1)
nTP , . . . , u
(N)
nTP
)

 , ✭✹✳✸✷✮
P ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✧r❛♥❣é❡s✧ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡
q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ✭✐✳❡✳ ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s i1, . . . , iN ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t✮ ✿
P =


P
(1)
0,...,0 · · · P (M)0,...,0
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
P
(1)
n1,...,nN · · · P (M)n1,...,nN

 , ✭✹✳✸✸✮
❡t Q ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ✿
Q =

 Q
(1)
1 · · · Q(M)1
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
Q
(1)
nTP · · · Q(M)nTP

 . ✭✹✳✸✹✮
◆♦t♦♥s q✉❡ ❧✬éq✳ ✭✹✳✸✶✮ r❡st❡ ✈❛❧❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠❛✐s q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ N ❡st
r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡
q✉✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés✳
▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡✉r ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣❛r❛✲
♠étr✐q✉❡ ❡st ❡①♣❧✐❝✐t❡✱ ♠❡t ❡♥ ❥❡✉ ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s très s✐♠✐❧❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
s✉✐✈❛♥t❡ ✿
N(CP )P = Q(NN), ✭✹✳✸✺✮
♦ù✱ ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ à ✐♥✈❡rs❡r N(CP ) r❡❣r♦✉♣❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♣❛r
♠♦r❝❡❛✉① ❛✉① ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱
N(CP ) =


R0,...,0
(
u
(1)
0 , . . . , u
(N)
0
)
· · · Rn1,...,nN
(
u
(1)
0 , . . . , u
(N)
0
)
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
R0,...,0
(
u
(1)
n1 , . . . , u
(N)
nN
)
· · · Rn1,...,nN
(
u
(1)
n1 , . . . , u
(N)
nN
)

 , ✭✹✳✸✻✮
❛✈❡❝ ui1,...,iN =
(
u
(1)
i1
, . . . , u
(N)
iN
)
❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡
Pi1,...,iN ❬✶❪✳ ❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r
❚✉r♥❡r ❬✶❪ ♠❛✐s ❞❛♥s ✉♥ s♦✉❝✐s ❞❡ ❝❧❛rté ♥♦✉s ♥❡ ❧✬✉t✐❧✐s❡r♦♥s ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳
✾✶
❊♥ ❡✛❡t✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♥❡ ♣♦ssè❞❡♥t ♣❛s ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✳
❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ❝❡ s♦♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s q✉✐ ❡♥ ♣♦ssè❞❡♥t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ui1,...,iN r❡♣rés❡♥t❡ ❡♥ ré❛❧✐té ❧❡
✈❡❝t❡✉r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛✉①q✉❡❧s s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s Ri1,...,iN
(
u
(1)
i1
, . . . , u
(N)
iN
)
q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❡♥s✉✐t❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳
❆✈❡❝ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ui1,...,iN ✱ ❛✉①q✉❡❧s s♦♥t
❝❛❧❝✉❧é❡s ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱ ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ♣❛s ❞❡ ♣♦✐♥t ❝✐❜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ✭✐✳❡✳
✉♥ ♣♦✐♥t ❝✐❜❧❡ ❛②❛♥t été ♦❜t❡♥✉ ❛✉① ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ui1,...,iN ✮✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
Q(NN) ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡✱
Q(NN) =

 Q (uNN (u0,...,0))✳✳✳
Q (uNN (un1,...,nN ))

 , ✭✹✳✸✼✮
❛✈❡❝ uNN (ui1,...,iN ) ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✉ ♣♦✐♥t ❝✐❜❧❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s
ui1,...,iN ✳
Points de contrôle de l’itération précédente
Points de contrôle fixés aux coins
Points de contrôle ajouté pour maintenir un maillage carré
Points de contrôle à l’emplacement du maximum d’erreur
Itération 1 : Initialisation (4 points de contrôle) Itération 2 : Initialisation (9 points de contrôle) Itération 3 : Initialisation (16 points de contrôle)
❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ✕ ❙tr❛té❣✐❡ ✐tér❛t✐✈❡ ❞✬❛❥♦✉t ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❚✉r♥❡r ❬✶❪
❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛✈❛♥t❛❣❡s✱ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ s♦✉❧✐❣♥❡ ❚✉r♥❡r ❬✶❪✱ ❡❧❧❡
s✬❛✛r❛♥❝❤✐t ❞❡ ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞✬✉♥❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡
❞✐♠✐♥✉❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s à st♦❝❦❡r ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s ♣❧✉s t❛r❞ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s
❝❛rrés✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ st♦❝❦❡r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❛②❛♥t ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❧✐é❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts
❝✐❜❧❡s ❡t ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❧✐é❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ❆✈❡❝ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
✾✷
❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ s♦♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❧✐é❡s ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ q✉✐ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ✭nCP ≤ nTP ✮✳ ◆♦✉s ♥✬✉t✐❧✐s♦♥s ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡t ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s✱ ♣❧✉s
t❛r❞ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ q✉❡ ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
N✱ ❜❛sé❡ s✉r ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠❛tr✐❝❡s Nk ❞❡ t❛✐❧❧❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s à ❝❡❧❧❡ ❞❡ N✳
▲✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ét❛♥t ❡①♣❧✐❝✐té❡✱ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥✲
♥❡♠❡♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❚✉r♥❡r ❬✶❪ ❡st ❞♦♥♥é❡ à ❧❛ ✜❣✳ ✹✳✹✳ ❆ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐tér❛t✐♦♥✱
❧❡ ❞❡❣ré ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡s ◆❯❘❇❙ ❡st ✜①é à ✶ ✭✐✳❡✳ pk = 1✱ k = 1, ..., N✮ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ s♦♥t ❛✛❡❝tés ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ nk = 1✱ k = 1, ..., N✮✳ ❙✉r ❧❛
✜❣✳ ✹✳✹✱ q✉✐ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ N = 2✱ ❝❡❧❛ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡
♣❧❛❝és ❛✉① q✉❛tr❡ ❝♦✐♥s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❆ ❧✬✐tér❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❢♦r♠❡ ❡st
✜①é à ✷ ❡t ♥❡ ✈❛r✐❡ ♣❧✉s ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ✭✐✳❡✳ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s ✐tér❛t✐♦♥s pk = 2✱
k = 1, ..., N✮✳ ❆✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ê♠❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡st ❛❥♦✉té à ❧✬❡♥❞r♦✐t ♦ù
❧✬❡rr❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡✳ ❉❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥✐r
✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝❛rré✱ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐ts ❡t ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡
❝♦♥trô❧❡ ❛❥♦✉té à ❧✬❡♥❞r♦✐t ♦ù ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ♠❛①✐♠❛❧❡✱ ❡t ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s ♣♦✐♥ts
❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳ ◆♦t♦♥s q✉✬❛✉① ✐tér❛t✐♦♥s ✶ ❡t ✷✱ ❧❡s ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs s♦♥t
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t {0, 0, 1, 1} ❡t {0, 0, 0, 1, 1, 1} ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts
❦♥♦t ✈❡❝t♦rs✱ ♣♦✉r ❧❡s ✐tér❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱ s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛❥♦✉tés
❛✉① ✐tér❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛✐t été ❛❥♦✉té ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ k
à ❧✬✐tér❛t✐♦♥ l✳ ▲❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❝❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡st u(k)l ✳ ❆ ❧✬✐tér❛t✐♦♥ l+1✱ s✐
❞❡s ♣♦✐♥ts s♦♥t ❛❥♦✉tés à ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ u(k)l+1✱ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ k✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉
♥÷✉❞ ❛❥♦✉té ❛✉ ❦♥♦t ✈❡❝t♦r s❡r❛ ✿
U
(k)
l+1 =
u
(k)
l + u
(k)
l+1
2
, ✭✹✳✸✽✮
♦ù U (k)l+1 ❡st ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♥÷✉❞ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❡ ❦♥♦t ✈❡❝t♦r U
(k)✳ ❈❡ ❝❤♦✐① s✬❛♣♣❛r❡♥t❡ à ré❛❧✐s❡r
❞❡s ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t r❡♣❛rt✐s✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ♣❡rt✐♥❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ♥❡
s♦♥t ♣❛s ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ré♣❛rt✐s ❬✷❪✳
❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❚✉r♥❡r ❬✶❪✱ ❡t ❛②❛♥t ♠♦♥tré s♦♥ ❡✣❝❛❝✐té s✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡
❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ❬✸✵❪✱ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ✐♥❞é♥✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡
♠♦❞è❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r
❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♥✬✉t✐❧✐s❛♥t ♣❛s ✉♥ s❝❤é♠❛ ré❣✉❧✐❡r✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
✉♥ ♣♦✐♥t ❝✐❜❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳
❊❧❧❡ ♣rés❡♥t❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❝❛r✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡
❝❛❞r❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡t s✉r❢❛❝❡s ◆❯❘❇❙✱ ❡❧❧❡ ♥✬✐♥tè❣r❡ ❞❛♥s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠ét❛✲
♠♦❞è❧❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s
❞♦✐t êtr❡ ✜①é ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ▼ê♠❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r
❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❛✉❝✉♥❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❝❡s rè❣❧❡s✳ ◆♦t❛♠♠❡♥t✱ ❧✬✉t✐✲
❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs ✉♥✐❢♦r♠❡s ❡st ❝♦♥♥✉❡ ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ❞❡ ♠♦✐♥s ❜♦♥s rés✉❧t❛ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
♦ù ❧❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ré♣❛rt✐s✳ ❆ ❝❡❧❛ s✬❛❥♦✉t❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s
❞❡❣rés ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡s ◆❯❘❇❙ s♦♥t ✜①és à ✷✱ ♥❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ♣❛s ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s ❞ér✐✈é❡s
❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à ✷✳ ❉❛♥s ❧✬♦♣t✐q✉❡ ❞❡ s✉r♠♦♥t❡r ❝❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✱ ❧❛
✾✸
♠ét❤♦❞❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✐♥tè❣r❡ t♦✉s ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ ❞❛♥s ❧✬♦♣t✐✲
♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ❡t ♥❡ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❛✉❝✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛tr✐❝❡ ♣♦✉r ✜①❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r
❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳
✹✳✷✳✸ ❋♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡t ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞ét❛✐❧❧é ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s à ❞ét❡r♠✐♥❡r ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ✉♥❡
❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙✳ ❈❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s
♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é✜♥✐r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ t❡♥té✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r
t❡♠♣s✱ ❞✬❡♥✈✐s❛❣❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❛②❛♥t ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❛ ♣♦✉r
♦❜❥❡❝t✐❢ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ré❛❧✐sé✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❞♦♥❝
✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés✱ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
minxΦ(x),
Φ(x) =
∑r1
s1=0
· · ·∑rNsN=0 (H(us1,...,sN )−Qs1,...,sN )2 , ✭✹✳✸✾✮
❛✈❡❝ us1,...,sN =
(
u
(1)
s1 , ..., u
(N)
sN
)
❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬❡♥tré❡ s❛♥s ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
❛✉ ♣♦✐♥t ❝✐❜❧❡ Qs1,...,sN ✳
❙✉♣♣♦s♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s q✉✬✐❧ ♥✬② ❛✐t ♣❛s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛✉tr❡ q✉❡
❧❡s ♥♦♠❜r❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ nk ≤ rk✱ k = 1, ..., N✮✱
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ t②♣❡
❈◆▲PP ❡st✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
minxΦ(x) =
∑r1
s1=0
· · ·∑rNsN=0 (H(us1,...,sN )−Qs1,...,sN )2 ,
s✉❥❡t à ✿{
nk ≤ rk, k = 1, ..., N,
✭✹✳✹✵✮
♦ù x ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r r❡❣r♦✉♣❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳
◆♦✉s ❧✬❛✈♦♥s é✈♦q✉é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡s ❡♥t✐tés ◆❯❘❇❙ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳ ■❧ ❛♣♣❛r❛ît ❞♦♥❝ q✉❡ t♦✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ r❡♠♣❧✐ss❛♥t
❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ nCP = nTP ❡st ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Φ ✭q✉✐ ❡st ❝♦♥✈❡①❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s
♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♠❛✐s ♣❛s ❞❛♥s ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡s ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs✮✳ ■❧ ❡♥ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té
♣✉✐sq✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs U(k) ♣♦✉r ✉♥ ♠ê♠❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡
nk + 1✱ k = 1, ..., N ✳ ■❧ s❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ é✈✐❞❡♥t q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✹✵✮ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r
❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡s ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ r✐❡♥ ♥❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝✐❡r ❞❡✉① ♠✐♥✐♠❛ ❡t ❧❡ r❡st❡
❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✭✐✳❡✳ ❛✉tr❡ q✉❡ nk✱ k = 1, ..., N✮ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥és ♣❛r ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♠ét❤♦❞❡✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥t ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡
❞✐♠✐♥✉❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✹✵✮✳ ❉❛♥s ❝❡t ♦♣t✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✐♠❛❣✐♥❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s
s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ nCP ≤ nCP,max✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣♦✉rr❛✐t ❧❡ ♣❛r❛♠étr❡r
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣❛✐♥ ♠✐♥✐♠❛❧ ❛tt❡♥❞✉ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s à st♦❝❦❡r ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
τ =
nCP,max
nTP
. ✭✹✳✹✶✮
✾✹
❯♥❡ t❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❡①♣❡rt✐s❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡
❣❛r❛♥t✐r ✉♥ s❡✉✐❧ ❞✬❡rr❡✉r ♠❛①✐♠❛❧ ❛✈❡❝ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡
♣♦✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞❡ ✧❥✉❣❡r✧✱ à ❧✬❛✈❛♥❝❡✱ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❝♦♠♠✐s❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts✳ ❈❡
♥✬❡st ❜✐❡♥ sûr ♣❛s ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ét✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé ❛②❛♥t ♣♦✉r ✈♦❝❛t✐♦♥
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❣❛r❛♥t✐r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥
s❡✉✐❧ ❞✬❡rr❡✉r✳
▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡♥tr❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ✐❝✐ ❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ✐tér❛t✐✈❡s ❞é❝r✐t❡s ♣ré✲
❝é❞❡♠♠❡♥t✱ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♥❡ s❡ ❢♦❝❛❧✐s❡ ♣❛s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡✉✐❧ ❞✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❧❡s ❛✉tr❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ ét❛♥t ✜①és ♣❛r ❞❡s rè❣❧❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ♥♦♥ ❥✉st✐✜é❡s✮✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ r❡st✐t✉t✐♦♥ ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ❡♥
✐♥❝❧✉❛♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s ❞❡❣rés pk ❝♦♠♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ♥♦tr❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ r❡♣rés❡♥t❡ ❞♦♥❝ ❝❡tt❡ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝♦♥trô❧❡ ❡t
❞❡ ❞❡❣rés à ♠✐♥✐♠✐s❡r✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
φ(x) = a× 1
N
N∑
k=1
nk
nmaxk
+ (1− a)× 1
N
N∑
k=1
pk
pmaxk
, 0 < a < 1, ✭✹✳✹✷✮
❛✈❡❝ nmaxk ❡t p
max
k ❧❡s ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡t ❞❡❣ré ♠❛①✐♠✉♠ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ k =
1, ..., N ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❡t a ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❢❛✈♦r✐s❡r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
❞✉ t❡♠♣s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡t ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳
▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡s ◆❯❘❇❙ s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t ❡t ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❞❡❣ré
❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ré❝✉rs✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❡✉r ❝❛❧❝✉❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬éq✳ ✭✸✳✹✮ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡
♣ré❝é❞❡♥t ♠❡ts ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞❡❣ré pk✱ Nik,pk(u
(k))✱ ❞é♣❡♥❞ ❞❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡s ❞❡❣rés ✐♥❢ér✐❡✉rs✱ ❥✉sq✉✬❛✉ ❞❡❣ré ✵✳ P♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡❣rés
pk✱ ✐❧ ② ❛ ❞♦♥❝ pk + 1 ré❝✉rs✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝❛❧❝✉❧❡r✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡
❜❛s❡ ♥♦♥✲♥✉❧❧❡s ♣♦✉r ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡st pk+1 ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ k = 1, ..., N ✳ P♦✉r ❝❡s ❞❡✉①
r❛✐s♦♥s✱ ❞❡s ❞❡❣rés é❧❡✈és ❛✉❣♠❡♥t❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r✱ ♣♦✉r ✉♥ ♠ê♠❡
♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡✳ ▲❛ ♥é❝❡ss✐té
❞❡ ♥❡ ♣❛s s✉r❡st✐♠❡r ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st ❞♦♥❝ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ ▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ a ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧✬éq✳
✭✹✳✹✷✮ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✛❡❝t❡r ♣❧✉s ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ à ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡
✭a > 0.5✮ ♦✉ à ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡❣rés ✭a < 0.5✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù a = 0.5✱ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❡st
é❣❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉①✳
❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ s❡✉✐❧ ❞✬❡r✲
r❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡st✱ q✉❛♥t à ❧✉✐✱ ❣❛r❛♥t✐ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
ǫ
(max)
j (x) ≤ ǫ(max)j,max , j = 1, ...,M, ✭✹✳✹✸✮
♦ù ǫ(max)j (x) ❡st ❧✬❡rr❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ j
❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ✭✐✳❡✳ ❧❛
j❡ s♦rt✐❡ ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡✮ ❣é♥éré❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ x ❡t ǫ(max)j,max ❡st ❧❡ s❡✉✐❧ ❞✬❡r✲
r❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ✜①é ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r s✉r ❝❡tt❡ ♠ê♠❡ s♦rt✐❡✳ ■❧ ② ❛ ❞♦♥❝ ❛✉t❛♥t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉❡ ❞❡
s♦rt✐❡s ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡✳ ■❧ ❡st t♦✉t à ❢❛✐t ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❡rr❡✉r ✉♥✐q✉❡ ǫ(max)(x)✱ ❜❛✲
sé❡ s✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s s♦rt✐❡s ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
✾✺
♥♦tr❡ ❝❤♦✐① ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
Q
(j)
s1,...,sN ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r été ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❞❡s ♠♦②❡♥s ❞✐✛ér❡♥ts ❛✈❡❝ ❞❡s ♣ré❝✐s✐♦♥s ♥♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡s✳
▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts s❡✉✐❧s ǫ(max)j,max ♣❡✉✈❡♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r êtr❡ ✜①és à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❝♦♠♠✐s❡ ♣❛r ❧❡s
♠♦②❡♥s ❞✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ s♦rt✐❡ j ♣❡✉t ✜①❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ s❡✉✐❧
❞✬❡rr❡✉r ǫ(max)j,max ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ✉t✐❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ❞♦♥t ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❡st très ✐♥❢ér✐❡✉r à ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❛②❛♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ❧✬♦❜t❡♥✐r✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐
✉♥❡ ❡rr❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
ǫ
(max)
j = max
u
(
|H(j)(u)−Q(j)|
Q
(j)
max −Q(j)min
)
, j = 1, ...,M, ✭✹✳✹✹✮
❛✈❡❝ H(j)(u) ❧❛ j❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ ✭✐✳❡✳ ❧❛ j❡ s♦rt✐❡ ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡✮ ❛✉
♣♦✐♥t u =
(
u
(1)
s1 , ..., u
(N)
sN
)
✱ sk = 0, ..., rk✱ Q(j) ❧❡ ♣♦✐♥t ❝✐❜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡t Q
(j)
max ✭r❡s♣✳ Q
(j)
min✮
❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ✭r❡s♣✳ ♠✐♥✐♠❛❧❡✮ ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ Q(j)✳ ❈❡s ❡rr❡✉rs s♦♥t ❞♦♥♥é❡s s❛♥s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
❡t ♥♦♥ s✐❣♥é❡s✳ ◆♦t♦♥s q✉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ♣❡✉t êtr❡ ❡♥✈✐s❛❣é ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱
♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❡rr❡✉r s✐❣♥é❡ ✭✐✳❡✳ ❞é♣❛ss❡♠❡♥t ♦✉ ♥♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r à ❡st✐♠❡r✮✳ ❉❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❧é❣èr❡
s✉r❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ♣❧✉tôt q✉✬✉♥❡ s♦✉s✲❡st✐♠❛t✐♦♥✳
❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ✐tér❛t✐✈❡s✱ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ✉t✐❧✐s❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r✲
❣❡♥❝❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❛✜♥ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♦♣t✐♠❛✉① ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ♥♦t❛♠♠❡♥t
❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧✬❡rr❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
ǫ
(moy)
j (x) ≤ ǫ(moy)j,max, j = 1, ...,M, ✭✹✳✹✺✮
♦ù ǫ(moy)j (x) ❡st ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ ❣é♥éré❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ x ❡t ǫ(moy)j,max ❡st ❧❡ s❡✉✐❧ ❞✬❡rr❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ✜①é ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r
s✉r ❧❛ s♦rt✐❡ j = 1, ...,M ✳ ❈❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ♦❜t❡♥✉ ❡st
✧❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t✧ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ j = 1, ...,M ✳ ▲❡ t❡r♠❡
❞✬❡rr❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❛♠❜✐❣✉✱ ♥♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s ❧✬❡rr❡✉r ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ♥♦s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■❧
s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❡rr❡✉r r❡❧❛t✐✈❡ s❛♥s ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ♥♦♥ s✐❣♥é❡✱ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
ǫ
(moy)
j =
1
nTP
r1∑
s1=0
· · ·
rN∑
sN=0
|H(j)(u)−Q(j)|
Q
(j)
max −Q(j)min
, j = 1, ...,M, ✭✹✳✹✻✮
♦ù H(j)(u) ❡st ❧❛ j❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ ✭✐✳❡✳ ❧❛ j❡ s♦rt✐❡ ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡✮ ❛✉
♣♦✐♥t u =
(
u
(1)
s1 , ..., u
(N)
sN
)
✱ sk = 0, ..., rk✱ Q(j) ❡st ❧❡ ♣♦✐♥t ❝✐❜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡t Q
(j)
max ✭r❡s♣✳
Q
(j)
min✮ ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ✭r❡s♣✳ ♠✐♥✐♠❛❧❡✮ ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ Q
(j)✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡
❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡ P❡❛rs♦♥ ♣♦✉rr❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé✱ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❛♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
❚✉r♥❡r ❬✶❪✳
✾✻
✹✳✷✳✹ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❈◆▲PP
▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ét❛♥t
❞é✜♥✐❡s✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❈◆▲PP ❞✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ✜tt✐♥❣ ♣❡✉t êtr❡ ♣♦sé ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
minx φ(x) = a× 1
N
∑N
k=1
nk
nmaxk
+ (1− a)× 1
N
∑N
k=1
pk
pmaxk
, 0 < a < 1,
s✉❥❡t à ✿

ǫ
(max)
j (x) ≤ ǫ(max)j,max , j = 1, ...,M,
ǫ
(moy)
j (x) ≤ ǫ(moy)j,max, j = 1, ...,M,
0 < U
(k)
lk
< 1, lk = pk + 1, ...,mk − pk + 1, k = 1, ..., N,
U
(k)
lk
≤ U (k)lk+1, lk = pk + 1, ...,mk − pk, k = 1, ..., N,
ωi1,...,iN ≥ 0, ik = 0, ..., nk
nk − pk ≥ 0, k = 1, ..., N
nCP ≤ nTP ,
✭✹✳✹✼✮
♦ù x ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ❧❡s N ❞❡❣rés pk✱ ❧❡s N t❛✐❧❧❡s ❞❡s
❦♥♦t ✈❡❝t♦rs mk + 1 ❡t ❧❡s mk − 2pk − 1 ✈❛❧❡✉rs ♥♦♥ ♣ré❞é✜♥✐❡s ❞❡s ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s
(n1 + 1)× · · · × (nN + 1) ♣♦✐❞s ωi1,...,iN ✱ ik = 0, . . . , nk✳ ▲❡ ✈❡❝t❡✉r x r❡❣r♦✉♣❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s
❧✬♦r❞r❡ s✉✐✈❛♥t ✿
x =
(
p1, . . . , pN ,m1, . . . ,mN , U
(1)
p1+1
, . . . , U
(1)
m1−p1−1
, . . . , U
(N)
pN+1
, . . . , U
(N)
mN−pN−1
,
ω0,...,0, . . . , ωn1,...,nN ) .
✭✹✳✹✽✮
❈♦♠♠❡ é✈♦q✉é ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ φ(x) ❡st ♣❛r❛♠étr❛❜❧❡
♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ a✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛❝❝❡♥t✉❡r ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ r❡st✐t✉t✐♦♥ ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ✭a > 0.5✮ ♦✉ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ✭a < 0.5✮✳
▼ê♠❡ s✬✐❧ ❡st t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛✛❡❝t❡r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♥✉❧❧❡ ♦✉ ✉♥✐t❛✐r❡ à a✱ ♥✬❛❝❝♦r❞❛♥t
❛✐♥s✐ ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ q✉✬à ❧✬✉♥ ♦✉ ❧✬❛✉tr❡ ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s r❡❝♦♠♠❛♥❞é
❞❡ ❧❡ ❢❛✐r❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡r❛✐t ❛❧♦rs ♠❛❧ ♣♦sé ♣✉✐sq✉❡ ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s✱ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ♣❡✉✈❡♥t ♥❡ ♣❛s êtr❡ ❞✐✛ér❡♥❝✐é❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù a = 0 ✭✐✳❡✳ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡❣rés
s❡✉❧❡♠❡♥t✮✱ ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ♣♦ssé❞❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❞❡❣rés✱ ♠❛✐s ✉♥
♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✐✛ér❡♥t✱ s❡r♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
♦❜❥❡❝t✐❢ ❛❧♦rs q✉❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛②❛♥t ♠♦✐♥s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡
❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡ à ❧✬❛✉tr❡✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù a = 1 ✭♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts
❞❡ ❝♦♥trô❧❡ s❡✉❧❡♠❡♥t✮✱ ❝❡ s♦♥t ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ♣♦ssé❞❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱ ♠❛✐s ❞❡s ❞❡❣rés ❞✐✛ér❡♥ts✱ q✉✐ s❡r♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡
❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❛❧♦rs q✉❡ ♣♦✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛②❛♥t ❞❡s ❞❡❣rés ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s ❡st
♣ré❢ér❛❜❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ♥✬❡st ♣❧✉s ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝✐❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t
t♦✉t❡s ❧❡s ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ◆❯❘❇❙ ❣é♥éré❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ x✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t
✾✼


♣❧♦②é❡✱ à ✉♥❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ♠♦❞é❧✐s❡r✳ ▲✬♦❜t❡♥t✐♦♥
❞❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❝♦ût❡✉s❡✱ ✐❧ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s
à ♣❛rt✐r ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧✬❤②♣❡r❝✉❜❡ ❧❛t✐♥ ♦✉ ❧❡ q✉❛s✐✲▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱ ✐❧ ❡st
♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❧✐♠✐t❡ ❧❡s ❝❤♦✐① ♣♦✉r ❧❡s ♠é✲
t❤♦❞❡s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ t♦✉t❡❢♦✐s ❞❡s ♠♦②❡♥s ♣♦✉r ❝♦♥t♦✉r♥❡r ❝❡tt❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ✈♦✐s✐♥ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❛♥s ❬✶❪✳ ❉❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♣♦✐♥ts
❝✐❜❧❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❛❥♦✉tés ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧❡ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ♦❜t❡♥✉ s❛t✐s❢❛ss❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡
♣ré❝✐s✐♦♥ ✜①é❡s ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts
❝✐❜❧❡s ❡st ❛ss❡③ ❝♦♥séq✉❡♥t❡ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱
❧❡s ❡rr❡✉rs ♠❛①✐♠❛❧❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ♦❜t❡♥✉ s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
♣♦✐♥ts ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ✭✐✳❡✳ ♥✬❛②❛♥t ♣❛s s❡r✈✐ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡✮✳ ❙✐✱ ❛♣rès ❝❡tt❡ ét❛♣❡✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬❡rr❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✜①é❡s ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r s♦♥t r❡s♣❡❝té❡s✱ ❧❡ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ❡st ✈❛❧✐❞é ❡t ♣❡✉t êtr❡
✉t✐❧✐sé✳
▲❡sM s❡✉✐❧s ❞✬❡rr❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ǫ(moy)j,max s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t à ♣❛r❛♠étr❡r✳ ❈♦♥tr❛✐✲
r❡♠❡♥t ❛✉① s❡✉✐❧s ❞✬❡rr❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ǫ(max)j,max ✱ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ♣❛r❛♠étr❛❜❧❡s✱ ❝❡s ✈❛✲
❧❡✉rs ♣❡✉✈❡♥t ♥❡ ♣❛s êtr❡ ❝♦♥♥✉❡s à ❧✬❛✈❛♥❝❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❈❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s r❡✈êt❡♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t
✉♥ ❝❛r❛❝tèr❡ ✧♦♣t✐♦♥♥❡❧✧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❡rr❡✉rs ǫuj , j = 1, ...,M ✱ ❝❛❧❝✉❧é❡s ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t u✱ s♦♥t
✐♥❢ér✐❡✉r❡s ❛✉① ❡rr❡✉rs ♠❛①✐♠❛❧❡s ǫ(max)j ✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ❡st ✜①é❡ ♣❛r ❧❡s
❡rr❡✉rs ♠❛①✐♠❛❧❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s✱ ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ s✉✣s❛♥t❡
♣♦✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ❡rr❡✉rs ♠♦②❡♥♥❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ǫ(moy)j ♣❡✉✈❡♥t ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡
✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ s✉r ❧❛ ✧q✉❛❧✐té ❣❧♦❜❛❧❡✧ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐
❧❡s ❡rr❡✉rs ♠♦②❡♥♥❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ǫ(moy)j ❡t ❧❡s ❡rr❡✉rs ♠❛①✐♠❛❧❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ǫ
(max)
j
s♦♥t ❞✉ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♠♠✐s❡s ♣❛r ❧❡
♠ét❛♠♦❞è❧❡ s♦♥t ❞✉ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ♣♦✉r t♦✉t❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡✳ ➚ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ s✐ ❧❡s ❡rr❡✉rs
♠♦②❡♥♥❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ǫ(moy)j s♦♥t ❞✬✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ✐♥❢ér✐❡✉r à ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❡rr❡✉rs ♠❛①✐✲
♠❛❧❡s ǫ(max)j ✱ ❛❧♦rs ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ s♦♥t ✧❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ♠❡✐❧❧❡✉r❡s✧
q✉❡ s❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ✭✜①é❡ ♣❛r ❧❡s ❡rr❡✉rs ♠❛①✐♠❛❧❡s ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡✮✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡s
❡rr❡✉rs ♠♦②❡♥♥❡s ǫ(moy)j s♦♥t s♦✉✈❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r❡s✱ ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s✱ ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ♣❛r r❛♣♣♦rt
❛✉① ❡rr❡✉rs ♠❛①✐♠❛❧❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ǫ(max)j ✳ ❈❡tt❡ ✧rè❣❧❡✧ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ♣♦✉r ✜①❡r ❧❡s
M ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ǫ(moy)j,max ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s M ✈❛❧❡✉rs ǫ
(max)
j,max ✳
✹✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡
✹✳✸✳✶ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞✐t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r✲
❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ ♥❡ ❢♦♥t ♣❛s ♣❛rt✐❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❈◆▲PP ✭✹✳✹✼✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡❧❧❡s s♦♥t
♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ♥é❝❡ss✐t❡♥t q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ s♦✐❡♥t ❝♦♥♥✉s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡
✶✵✵
s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✬✉♥❡
❝♦✉r❜❡✱ ♦✉ ❞✬✉♥❡ ❤②♣❡r✲❝♦✉r❜❡✱ ◆❯❘❇❙ ✭✐✳❡✳ N = 1✱ M > 1✮✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ♣♦✉r ❝❡❧❛ ✿
• ❆♣♣r♦①✐♠❡r r + 1 ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s Qs =
(
Q
(1)
s , . . . , Q
(M)
s
)
∈ RM ✱ s = 0, ..., r✱
• à ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ us✱ s = 0, ..., r✱
• ♣❛r ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ◆❯❘❇❙ C(u) : R→ RM ✱
• ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ n+ 1 ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱
• ❞♦♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ s♦♥t ❞❡ ❞❡❣ré p✱
• ❞♦♥t ❧❡ ❦♥♦t ✈❡❝t♦r U ❡st ❝♦♥♥✉✱
• ❡t ❞♦♥t ❧❡s ♣♦✐❞s ωi ❛✛❡❝tés ❛✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ Pi =
(
P
(1)
i ✱ ...✱ P
(M)
i
)
s♦♥t ❝♦♥♥✉s✳
❖♥ ♣♦s❡ ✿
gc =
∑r
s=0 (Qs −C(us))2
=
∑r
s=0
(
Qs −
∑n
i=0Ni,p(us)ωiPi∑n
i=0Ni,p(us)ωi
)2
=
∑r
s=0 (Qs −
∑n
i=0Ri,p(us)Pi)
2 .
✭✹✳✹✾✮
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ gc ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ✈❛❧❡✉r s❝❛❧❛✐r❡ ❞❡s n + 1 ✈❛r✐❛❜❧❡s P0, ...,Pn ❡t Ri,p(us) ❡st
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧✬éq✳ ✭✸✳✷✮✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥♦✉s
♣❡r♠❡t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rré❡s ✭❧❡❛st sq✉❛r❡
✜tt✐♥❣✮ ❬✷❪✳ ▲❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ gc ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ gc ♣❛r r❛♣♣♦rt à Pl é❣❛❧ à
✵✳ ▲❛ l❡ ❞ér✐✈é❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
∂gc
∂Pl
=
r∑
s=0
(
−2Rl,p(us)Qs + 2Rl,p(us)
n∑
i=0
Ri,p(us)Pi
)
, ✭✹✳✺✵✮
❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✿
n∑
i=0
(
r∑
s=0
Rl,p(us)Ri,p(us)Pi
)
=
r∑
s=0
Rl,p(us)Qs. ✭✹✳✺✶✮
▲✬éq✳ ✭✹✳✺✶✮ ❡st ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡sP0, ...,Pn✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
✭l = 0, ..., n✮ ❢♦r♠❡♥t ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ n+ 1 éq✉❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❛✈❡❝ n+ 1 ✐♥❝♦♥♥✉❡s ✿(
NTN
)
P = NTQ, ✭✹✳✺✷✮
❛✈❡❝N ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞♦♥t ❧❡s r+1 ❧✐❣♥❡s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①
❞❡s n+ 1 ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱
N =

R0,p(u0) · · · Rn,p(u0)✳✳✳ ✳ ✳ ✳ ✳✳✳
R0,p(ur) · · · Rn,p(ur)

 , ✭✹✳✺✸✮
✶✵✶
P ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s M × (n+ 1) ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s P (j)i ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱
P =

P
(1)
0 · · · P (M)0
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
P
(1)
n · · · P (M)n

 , ✭✹✳✺✹✮
❡t Q ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s M × (r + 1) ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s Q(j)s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s✱
Q =

Q
(1)
0 · · · Q(M)0
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
Q
(1)
r · · · Q(M)r

 . ✭✹✳✺✺✮
❈♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ✈♦✐r ❞❛♥s ❧✬éq✳ ✭✹✳✺✷✮✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ N✱ ❞❡ t❛✐❧❧❡
(r + 1)×(n+ 1)✱ ❛✜♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ■❧ ❡st t♦✉t❡❢♦✐s ✐♠♣♦rt❛♥t
❞❡ ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s ♣♦✉r ❧❡sM s❡❝♦♥❞s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ Q ❡t ❧❡s
M ✐♥❝♦♥♥✉❡s ✭✐✳❡✳ ❧❡s M ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✮✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ s✉♣♣♦rt ❧♦❝❛❧ ❞❡s
❡♥t✐tés ◆❯❘❇❙ ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ s❡✉❧❡s p+1 ✈❛❧❡✉rs✱ ❛✉ ♣❧✉s✱ s♦♥t ♥♦♥✲♥✉❧❧❡s
s✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ N ❡t ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ♣❡rt✐♥❡♥t ❞❡ ❧❛ st♦❝❦❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à t✐r❡r
♣❛rt✐ ❞❡ ❝❡tt❡ s♣é❝✐✜❝✐té✳ ■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù t♦✉s ❧❡s ♣♦✐❞s ωi = 1 s♦♥t
✜①és à ✶ ✭✐✳❡✳ ❝♦✉r❜❡s ❡t ❤②♣❡r✲❝♦✉r❜❡s ❇✲❙♣❧✐♥❡✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣ré❝✐s✱ ❧✬éq✳ ✭✹✳✺✷✮ r❡st❡ ✈❛❧❛❜❧❡
❛✈❡❝ ✿
N =

R0,p(u0) · · · Rn,p(u0)✳✳✳ ✳ ✳ ✳ ✳✳✳
R0,p(ur) · · · Rn,p(ur)

 =

N0,p(u0) · · · Nn,p(u0)✳✳✳ ✳ ✳ ✳ ✳✳✳
N0,p(ur) · · · Nn,p(ur)

 . ✭✹✳✺✻✮
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐st❛♥t à ❞ét❡r♠✐♥❡r à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡s ♣♦✐❞s ❡t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡
ét❛♥t ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s r❛r❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ❝✉r✈❡ ❡t s✉r❢❛❝❡ ✜tt✐♥❣ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧✬❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❇✲❙♣❧✐♥❡ ❝♦♠♠❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐❞s ✭✐✳❡✳ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ s♦♥t ✜①és ♣❛r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❇✲❙♣❧✐♥❡ ❡t s❡✉❧❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣♦✐❞s
s♦♥t ♦♣t✐♠✐sé❡s✮ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❛♥s ❬✶✸✱ ✷✷✺❪✳
◆♦✉s ❧✬❛✈♦♥s é♥♦♥❝é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡s ❡♥t✐tés ◆❯❘❇❙ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ré❛❧✐s❡r
❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ✿
• ■♥t❡r♣♦❧❡r r + 1 = n+ 1 ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s Qs =
(
Q
(1)
s , . . . , Q
(M)
s
)
∈ RM ✱ s = 0, ..., n✱
• à ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ us✱ s = 0, ..., n✱
• ♣❛r ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ◆❯❘❇❙ C(u) : R→ RM ✱
• ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ n+ 1 ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱
• ❞♦♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ s♦♥t ❞❡ ❞❡❣ré p✱
• ❞♦♥t ❧❡ ❦♥♦t ✈❡❝t♦r U ❡st ❝♦♥♥✉✱
• ❡t ❞♦♥t ❧❡s ♣♦✐❞s ωi ❛✛❡❝tés ❛✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ Pi =
(
P
(1)
i ✱ ...✱ P
(M)
i
)
s♦♥t ❝♦♥♥✉s✳
✶✵✷
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ✐♥t❡r♣♦❧❡r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬é❝r✐r❡
Qs = C(us)
=
∑n
i=0Ri,p(us)Pi.
. ✭✹✳✺✼✮
❈❡s n+ 1 éq✉❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♠✐s❡s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
NP = Q, ✭✹✳✺✽✮
❛✈❡❝ N✱ P ❡t Q ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞é✜♥✐❡s✳ ◆♦t♦♥s t♦✉t❡❢♦✐s✱ q✉✬❡♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✱ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ N ❡st ❝❛rré❡✱ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n+ 1 ✭♦✉ r + 1✮✳
■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❝❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♣♦✉r ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ N q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱
♦♥ s✉♣♣♦s❡ ✿
• ❆♣♣r♦①✐♠❡r nTP ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s Qs =
(
Q
(1)
s , . . . , Q
(M)
s
)
∈ RM ✱ s = 1, ..., nTP ✱
• ❛✉① ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s us =
(
u
(1)
s , . . . , u
(N)
s
)
✱
• ♣❛r ✉♥❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ H(u) : RN → RM ✱ u = (u(1), ..., u(N))✱
• ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ nk + 1 ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ k = 1, ..., N ✱
• ❞♦♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ s♦♥t ❞❡ ❞❡❣rés pk ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ k = 1, ..., N ✱
• ❞♦♥t ❧❡s ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs U(k) s♦♥t ❝♦♥♥✉s✱
• ❡t ❞♦♥t ❧❡s ♣♦✐❞s ωi1,...,iN ❛✛❡❝tés ❛✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ Pi1,...,iN =
(
P
(1)
i1,...,iN
, ..., P
(M)
i1,...,iN
)
s♦♥t ❝♦♥♥✉s✳
❖♥ ♣♦s❡ ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ ✿
gh =
∑nTP
s=1 (Qs −H(us))2
=
∑nTP
s=1
(
Qs −
∑n1
i1=0
· · ·∑nNiN=0Ri1,...,iN (u(1)s , . . . , u(N)s )Pi1,...,iN)2 . ✭✹✳✺✾✮
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ gh ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ✈❛❧❡✉r s❝❛❧❛✐r❡ ❞❡s (n1 + 1)× · · · × (nN + 1) ✈❛r✐❛❜❧❡s P0,...,0✱
...✱ Pn1,...,nN ❡t Ri1,...,iN (u
(1)
s , . . . , u
(N)
s ) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s
❧✬éq✳ ✭✸✳✷✸✮✳ ❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ gh ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛
t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rré❡s✳ ▲❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ gh ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥
✐♠♣♦s❛♥t ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ gh ♣❛r r❛♣♣♦rt à Pl1,...,lN ✱ lk = 0, ..., nk, é❣❛❧ à ✵✳ ❈❡tt❡ ❞ér✐✈é❡ ❡st ❞♦♥♥é❡
♣❛r ✿
∂gh
∂Pl1,...,lN
=
∑nTP
s=1
(
−2Rl1,...,lN
(
u
(1)
s , . . . , u
(N)
s
)
Qs + 2Rl1,...,lN
(
u
(1)
s , . . . , u
(N)
s
)
×∑n1i1=0 · · ·∑nNiN=0Ri1,...,iN (u(1)s , . . . , u(N)s )Pi1,...,iN) , ✭✹✳✻✵✮
❈❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✿∑n1
i1=0
· · ·∑nNiN=0 (∑nTPs=1 Rl1,...,lN (u(1)s , . . . , u(N)s )×Ri1,...,iN (u(1)s , . . . , u(N)s ))Pi1,...,iN
=
∑nTP
s=1 Rl1,...,lN
(
u
(1)
s , . . . , u
(N)
s
)
Qs.
✭✹✳✻✶✮
✶✵✸
▲✬éq✳ ✭✹✳✻✶✮ ❡st ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s Pi1,...,iN ✱ ik = 0, ..., nk✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉t❡s
❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭lk = 0, ..., nk✮ ❢♦r♠❡♥t ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ (n1+1)× · · ·× (nN +1) éq✉❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s
❛✈❡❝ (n1+1)×· · ·× (nN +1) ✐♥❝♦♥♥✉❡s q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ♠✐s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬éq✳ ✭✹✳✺✷✮ ❛✈❡❝✱ ❞❛♥s
❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ N✱ ❞♦♥t ❧❡s nTP ❧✐❣♥❡s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❧❡s nCP =
∏N
k=1 (nk + 1) ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡
r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
N =


R0,...,0
(
u
(1)
1 , . . . , u
(N)
1
)
· · · Rn1,...,nN
(
u
(1)
1 , . . . , u
(N)
1
)
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
R0,...,0
(
u
(1)
nTP , . . . , u
(N)
nTP
)
· · · Rn1,...,nN
(
u
(1)
nTP , . . . , u
(N)
nTP
)

 , ✭✹✳✻✷✮
P ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s M × nCP ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s P (j)i1,...,iN ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱
P =


P
(1)
0,0,...,0 · · · P (M)0,0,...,0
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
P
(1)
n1,0,...,0
· · · P (M)n1,0,...,0
P
(1)
0,1,...,0 · · · P (M)0,1,...,0
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
P
(1)
n1,1,...,0
· · · P (M)n1,1,...,0
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
P
(1)
n1,n2,...,nN · · · P (M)n1,n2,...,nN


, ✭✹✳✻✸✮
❡t Q ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s M × nTP ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s Qjs ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s✱
Q =

 Q
(1)
1 · · · Q(M)1
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
Q
(1)
nTP · · · Q(M)nTP

 . ✭✹✳✻✹✮
❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝♦✉r❜❡s✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ N ❞♦✐t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡t st♦❝❦é❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à
✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ s✉♣♣♦rt ❧♦❝❛❧ ❞❡s ❡♥t✐tés ◆❯❘❇❙✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❝❤❛q✉❡ ❧✐❣♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉
♣❧✉s (p1+1)×· · ·× (pN +1) ✈❛❧❡✉rs ♥♦♥✲♥✉❧❧❡s✳ ▲❡ ❝❛s ❞❡s ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ❇✲❙♣❧✐♥❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t
✐♥tér❡ss❛♥t ❡t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ N ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
N =


N0,p1
(
u
(1)
1
)
× · · · ×N0,pN
(
u
(N)
1
)
· · · Nn1,p1
(
u
(1)
1
)
× · · · ×NnN ,pN
(
u
(N)
1
)
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
N0,p1
(
u
(1)
nTP
)
× · · · ×N0,pN
(
u
(N)
nTP
)
· · · Nn1,p1
(
u
(1)
nTP
)
× · · · ×NnN ,pN
(
u
(N)
nTP
)

 ,
ωi1,...,iN = 1, ik = 0, . . . , nk.
✭✹✳✻✺✮
❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❛✈❛♥t❛❣❡ ♠❛❥❡✉r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ♥♦t❛✲
t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❡♥ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✭✐✳❡✳ us1,...,sN =
(
u
(1)
s1 , ..., u
(N)
sN
)
✱ sk = 0, ..., rk✮✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
✶✵✹
❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s rk+1 ❞❛♥s ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ k = 1, ..., N ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♥✬❛ ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞✬êtr❡ ❞é✜♥✐✳ ▲❡s
♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ✉♥❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉✲
❧✐❡r✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr❛✐t❡r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❜❛sé s✉r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❛✈❡❝
✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧✐❜r❡✳ ■❧ ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ N s♦✐t ♠❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é❡✱
❛✈❡❝ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞♦♥t ❧❡ s✉♣♣♦rt ❧♦❝❛❧ ♥❡ s❡r❛✐t ❛✛❡❝té ❞✬❛✉❝✉♥ ♣♦✐♥t
❝✐❜❧❡✳ ❈❡❧❛ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ NTN ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ♥✉❧ ❡t ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ♣❡✉t
êtr❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❛✜♥ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❞❡ t❡❧s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ N
ét❛♥t ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♥✉❧❧❡s✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ❥✉❞✐❝✐❡✉① ❞❡ ♥❡ st♦❝❦❡r q✉❡ ❧❡s
✈❛❧❡✉rs ♥♦♥✲♥✉❧❧❡s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❢♦r♠❛t ❈❙❘ ✭❈♦♠♣r❡ss❡❞ ❙♣❛rs❡ ❘♦✇✮ ♦✉ ❈❙❈
✭❈♦♠♣r❡ss❡❞ ❙♣❛rs❡ ❈♦❧✉♠♥✮ q✉✐ s♦♥t ❞❡s ❢♦r♠❛ts st❛♥❞❛r❞✐sés ♣♦✉r ❧❡ st♦❝❦❛❣❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s
❝r❡✉s❡s ✭s♣❛rs❡ ♠❛tr✐① ✮✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♥♦♥✲♥✉❧❧❡s ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
nnzv = nTP
N∏
k=1
pk + 1, ✭✹✳✻✻✮
❛✈❡❝ nnzv ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♥♦♥✲♥✉❧❧❡s ✭◆♦♥✲❩❡r♦ ❱❛❧✉❡s✮✳
❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ♣rés❡♥t❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ ▼ê♠❡
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ st♦❝❦❛❣❡ ❛♣♣r♦♣r✐é ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ N✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♣❡✉t ❛tt❡✐♥❞r❡ ❞❡s t❛✐❧❧❡s très ✐♠♣♦r✲
t❛♥t❡s ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ N ✱ ♦✉ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s nTP ✱
❛✉❣♠❡♥t❡♥t✳ Pr❡♥♦♥s ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ s✐♠♣❧❡✱ ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ❣é♥éré❡ à ♣❛rt✐r
❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛❧❝✉❧s ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✱ ❣é♥ér❛♥t 10 201 ♣♦✐♥ts ♣❛r ❝❛❧❝✉❧✱ ♣♦✉r 5 ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛✲
❧❡✉rs ❞❡ ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬❡♥tré❡s ✭❞❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ N = 4✮✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s✱ ❞❛♥s ❝❡
❝❛s✱ ❡st ❞❡ nTP = 255 025✳ P♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ nCP = 12 480✱
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ N ♥é❝❡ss✐t❡r❛✐t 25❚♦ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ♣♦✉r êtr❡ st♦❝❦é❡ ❡♥ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞♦✉❜❧❡ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t
✭✐✳❡✳ ✈❛❧❡✉rs ♥✉❧❧❡s ❝♦♠♣r✐s❡s✮✱ 165●♦ ❡♥ ♥❡ st♦❝❦❛♥t q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♥♦♥✲♥✉❧❧❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡
♣♦✉r ❞❡s ❞❡❣rés pk = 2 ❡t 522●♦ ♣♦✉r ❞❡s ❞❡❣rés pk = 3 ✭à ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s ❢♦r♠❛ts ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ❞❡s
♠❛tr✐❝❡s ❝r❡✉s❡s ♥é❝❡ss✐t❡♥t ♣❧✉s ❞✬❡s♣❛❝❡ q✉❡ ❧❡ st♦❝❦❛❣❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♥♦♥✲♥✉❧❧❡s✱ ❧❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s
♥é❝❡ss✐t❛♥t tr♦✐s ❢♦✐s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♥♦♥✲♥✉❧❧❡s✮✳ ❈❡tt❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ét❛✐t ❞é❥à
❝♦♥♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ◆❯❘❇❙✱ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡s ❡①✐st❡♥t✳
▲✬✉♥❡ ❞✬❡❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t à ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ✐tér❛t✐✈❡s ✭✐✳❡✳ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts
♣❧✉tôt q✉❡ ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡✮ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❈❡s
♠ét❤♦❞❡s ♣❡✉✈❡♥t✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ rés♦✉❞r❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s s❛♥s ❛✈♦✐r à st♦❝❦❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
NTN à ✐♥✈❡rs❡r✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s ❇✲❙♣❧✐♥❡s ✭✐✳❡✳ ωi1,...,iN = 1✮✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡
✜tt✐♥❣ ♣❡✉t s❡ r❛♠❡♥❡r à ✉♥❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝✉r✈❡ ✜tt✐♥❣ ❬✷❪✱ ♥é❝❡ss✐t❛♥t✱ ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲
❝✐✱ ❧❡ st♦❝❦❛❣❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡s ❜✐❡♥ ✐♥❢ér✐❡✉r❡s✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡st très ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❝❛r ✐❧
❡st ❝♦✉r❛♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ◆❯❘❇❙✱ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✐♥ts ❞❡
❝♦♥trô❧❡ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐❞s ωi1,...,iN ✜①és à ✶ ✭✐✳❡✳ ❝❛s ❞❡s ❇✲❙♣❧✐♥❡s✮✳ ▲❡s ♣♦✐❞s
s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ♦♣t✐♠✐sés ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❝♦♠♠❡
❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❛♥s ❬✶✸✱ ✷✷✺❪✳ ◆♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣❡r♦♥s ❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡t ét❡♥❞r♦♥s
❝❡ ❝♦♥❝❡♣t ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ N q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳
✶✵✺
✹✳✸✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✬✉♥❡
s✉r❢❛❝❡ ❣é♥ér❛❧✐sé ❛✉① ❝❛s ❞❡s ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ s♦♥t
♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✧s✐♠♣❧❡✧ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡
❛✉ st♦❝❦❛❣❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ♠✐s❡s ❡♥ ❥❡✉ ♣❡✉t r❡♥❞r❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ P♦✉r s✉r♠♦♥t❡r
❝❡tt❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❇✲❙♣❧✐♥❡s✱ ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❬✷❪ ❡st ❞❡ r❛♠❡♥❡r
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ à ✉♥❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡
❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♥❡ ♣❛s
❛✈♦✐r ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡s t❛✐❧❧❡s à st♦❝❦❡r✳
◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ♣♦✉r ✉t✐❧✐s❡r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s
rk + 1 ❞é✜♥✐ ❡t ❝♦♥st❛♥ts ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ k = 1, 2 ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉t ❝❡♣❡♥❞❛♥t êtr❡
❛❞❛♣té❡ ❛✉ ❝❛s ♦ù ✉♥ s❡✉❧ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s rk + 1 ❡st ❞é✜♥✐✳ ▲❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s♦♥t ❧❡s
s✉✐✈❛♥t❡s ✿
• ❖♥ ❛♣♣r♦①✐♠❡ nTP = (r1+1)× (r2+1) ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s Qs1,s2 =
(
Q
(1)
s1,s2 ✱ . . .✱ Q
(M)
s1,s2
)
∈ RM ✱
sk = 0, ..., rk✱
• ❛✉① ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s us1,s2 =
(
u
(1)
s1 , u
(2)
s2
)
✱
• ♣❛r ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ S(u) : R2 → RM ✱ u = (u(1), u(2)) ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ M q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱
• ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ nk + 1 ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ k = 1, 2✱
• ❞♦♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ s♦♥t ❞❡ ❞❡❣rés pk ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ k = 1, 2✱
• ❞♦♥t ❧❡s ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs U(k) s♦♥t ❝♦♥♥✉s✱
• ❡t ❞♦♥t ❧❡s ♣♦✐❞s ωi1,i2 ❛✛❡❝tés ❛✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ Pi1,i2 =
(
P
(1)
i1,i2
✱ ...✱ P (M)i1,i2
)
s♦♥t ✜①és
à ✶✳
▲❛ ✜❣✳ ✹✳✼ ♣rés❡♥t❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✉t✐❧✐sé✳ ▲❛ ✈❡r✐s♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡✉t êtr❡
r❡tr♦✉✈é ❞❛♥s ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ❬✷❪ ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆✾✳✼✮ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s M = 3 ♠❛✐s ✐❧ r❡st❡ ✈❛❧❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❞✬✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ M q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ✭str✐❝t❡♠❡♥t ♣❛r❧❛♥t✱ s✐ M > 3 ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡
◆❯❘❇❙✮✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ✭♦✉ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ s✐ M > 3✮ ét❛♥t r❛♠❡♥é
à ✉♥❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡
k = 1, 2✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ Nk ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✳ ❈❡s
♠❛tr✐❝❡s s♦♥t ❝♦♠♣♦sé❡s ❞❡ rk + 1 ❧✐❣♥❡s ❡t nk + 1 ❝♦❧♦♥♥❡s ✭k = 1, 2✮ ❡t s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✿
Nk =

N0,pk(u
(k)
0 ) · · · Nnk,pk(u(k)0 )
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
N0,pk(u
(k)
rk ) · · · Nnk,pk(u(k)rk )

 , k = 1, 2. ✭✹✳✻✼✮
❆✜♥ ❞❡ ♥✬❛✈♦✐r à ❝❛❧❝✉❧❡r q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s ❝❡s ♠❛tr✐❝❡s ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❞❡ ❝♦✉r❜❡s✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s rk+1 s♦✐t ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳
■❧ ❡st ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡ ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ❛✜♥ q✉✬✐❧ ♣✉✐ss❡ tr❛✐t❡r ❧❡ ❝❛s ♦ù ✉♥ s❡✉❧ ❞❡s
rk ❡st ✜①é✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Nl ✭l 6= k✮ ❞♦✐t êtr❡ r❡❝❛❧❝✉❧é❡ à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s✱ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❛✐♥s✐
❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❉✬❛✉tr❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡♥✈✐s❛❣é❡s ❝♦♠♠❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥❡ ét❛♣❡
♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❡♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞és✐rés✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉❡ ❢❛✐t
✶✵✻

❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡✈✐❡♥t ❧❡ ♥♦✉✈❡❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦✉r❜❡s ❞❡s
❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ 2✳ ❈❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡ (n1 + 1) ❢♦✐s ❧❡ s②stè♠❡
❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s s✉✐✈❛♥t ✿ (
NT2N2
)
Pi1,: = N
T
2P
(old)
i1,:
, ✭✹✳✼✷✮
♦ù Pi1,:✱ ❡st ❧❛ i1
❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r✱
Pi1,: =


P
(1)
i1,0
· · · P (M)i1,0
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
P
(1)
i1,n2
· · · P (M)i1,n2

 , i1 = 0, ..., n1, ✭✹✳✼✸✮
❡t P(old)i1,: ✱ ❡st ❧❛ i1
❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s t❡♠♣♦r❛✐r❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✭❝❛❧❝✉❧é❡ à ❧✬ét❛♣❡
♣ré❝é❞❡♥t❡✮ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r✱
P
(old)
i1,:
=


P
(old,1)
i1,0
· · · P (old,M)i1,0
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
P
(old,1)
i1,r2
· · · P (old,M)i1,r2

 , i1 = 0, ..., n1. ✭✹✳✼✹✮
▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❡ st♦❝❦❛❣❡ q✉❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s
Nk ❡t
(
NTkNk
)−1
q✉✐ s♦♥t✱ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❞❡ t❛✐❧❧❡s ❜✐❡♥ ✐♥❢ér✐❡✉r❡s à ❝❡❧❧❡ ❞❡ N ❞❛♥s ❧✬éq✳
✭✹✳✺✷✮ ❞ès ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ N = 2✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ N ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡✱ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ N = 2✱ ❞❡
nTP = (r1 + 1)× (r2 + 1) ❧✐❣♥❡s ❡t nCP = (n1 + 1)× (n2 + 1) ❝♦❧♦♥♥❡s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s
Nk s♦♥t ❝♦♥st✐t✉é❡s ❞❡ rk + 1 ❧✐❣♥❡s ❡t ❞❡ nk + 1 ❝♦❧♦♥♥❡s✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ✭éq✳ ✭✹✳✺✷✮✮ ♣♦✉r ❞❡ très ❢❛✐❜❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ nk ❡t rk✱ ❝❡ q✉✐ ❡st r❛r❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s✳ ■❧
② ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ✐♥térêt ♠❛❥❡✉r à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s Nk ❡t
(
NTkNk
)−1
✭♦✉ ❧❡✉r ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
▲❯✮ ❡♥ ❛♠♦♥t ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❡st
♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡ (r2 + 1) ❢♦✐s ❧❡ s②stè♠❡ ✭✹✳✻✽✮ ❡t (n1 + 1) ❢♦✐s ❧❡ s②stè♠❡ ✭✹✳✼✷✮✳ ❙❛♥s ❧❡
❝❛❧❝✉❧ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s
(
NTkNk
)−1
✱ ✐❧ s❡r❛✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❛❧❝✉❧❡r à ❝❤❛q✉❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❡st à ❡♥✈✐s❛❣❡r ♣♦✉r ♥❡ ♣❧✉s êtr❡ ❝♦♥tr❛✐♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥
♠❛✐❧❧❛❣❡ ♦r❞♦♥♥é ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛✉ ♠♦✐♥s✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣rés❡♥t❡
✉♥❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥✱ ♦✉tr❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♦r❞♦♥♥é ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ♠♦②❡♥
❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ k ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞❡ ❞é❜✉t❡r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳
❞✐r❡❝t✐♦♥ ✶ ♣✉✐s ✷ ♦✉ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✷ ♣✉✐s ✶✮ ❬✷❪✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù N = 2✱ ✐❧ ❡st ❛✐sé ❞✬❡ss❛②❡r ❧❡s ❞❡✉①
❛♣♣r♦❝❤❡s ❡t ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❝❡❧❧❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡✳ ◆♦t♦♥s ❝❡♣❡♥❞❛♥t
q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ N q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❡st ❞❡ N !✳ ■❧ ♥✬❡st ❞♦♥❝
♣❛s ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡ ❞✬❡ss❛②❡r t♦✉t❡s ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❧♦rsq✉❡ N ❛✉❣♠❡♥t❡✳
❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✬✉♥❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❇✲❙♣❧✐♥❡
❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ N = 2 ❡t ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ M q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❛ été ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❛✉ ❝❛s ❞❡s ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s
❇✲❙♣❧✐♥❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ N ❡t M q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s N = 2✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛✈♦✐r
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦r❞♦♥♥é ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s✳ ▲❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
• ❖♥ ❛♣♣r♦①✐♠❡ nTP = (r1 + 1) × · · · × (rN + 1) ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s Qs1,...,sN =
(
Q
(1)
s1,...,sN ✱ . . .✱
Q
(M)
s1,...,sN
)
∈ RM ✱ sk = 0, ..., rk✱
✶✵✽

♦ù P(1):,s2,...,sN ✱ ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s 1
r❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s t❡♠♣♦r❛✐r❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ à sk ✜①és
❞♦♥♥é❡ ♣❛r
P(1):,s2,...,sN =


P
(1)
0,s2,...,sN
· · · P (M)0,s2,...,sN
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
P
(1)
n1,s2,...,sN · · · P (M)n1,s2,...,sN

 , sk = 0, ..., rk, k = 2, ..., N, ✭✹✳✼✻✮
❡t Q:,s2,...,sN ✱ ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✱
Q:,s2,...,sN =


Q
(1)
0,s2,...,sN
· · · Q(M)0,s2,...,sN
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
Q
(1)
r1,s2,...,sN · · · Q(M)r1,s2,...,sN

 , sk = 0, ..., rk, k = 2, ..., N. ✭✹✳✼✼✮
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♦❜t❡♥✉❡s ❡st st♦❝❦é ❞❛♥s ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
t❡♠♣♦r❛✐r❡✱
P(1) =
{
Pi1,s2,...,sN =
(
P
(1)
i1,s2,...,sN
, ..., P
(M)
i1,s2,...,sN
)
, i1 = 0, ..., n1, sk = 0, ..., rk, k = 2, ..., N
}
.
✭✹✳✼✽✮
❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡✈✐❡♥t ❧❡ ♥♦✉✈❡❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦✉r❜❡s ❞❡s
❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ 2✳ ❈❡ ♣r♦❝❡ss✉s s❡ ré♣èt❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ l ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✳ ❊♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ l ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡ (n1+1)× · · ·× (nl−1+1)×
(rl+1 + 1)× · · · × (rN + 1) ❢♦✐s ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s s✉✐✈❛♥t ✿(
NTkNk
)
P
(l)
i1,...,il−1,:,sl+1,...,sN
= NTkP
(l−1)
i1,...,il−1,:,sl+1,...,sN
, ✭✹✳✼✾✮
♦ù P(l)i1,...,il−1,:,sl+1,...,sN ❡st ❧❛ l
❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s t❡♠♣♦r❛✐r❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ à ik
❡t sk ✜①és ❞♦♥♥é❡ ♣❛r
P
(l)
i1,...,il−1,:,sl+1,...,sN
=


P
(l,1)
i1,...,il−1,0,sl+1,...,sN
· · · P (l,M)i1,...,il−1,0,sl+1,...,sN
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
P
(l,1)
i1,...,il−1,nl,sl+1,...,sN
· · · P (l,M)i1,...,il−1,nl,sl+1,...,sN

 ,
ik = 0, ..., nk, k = 1, ..., l − 1 ; sk = 0, ..., rk, k = l + 1, ..., N.
✭✹✳✽✵✮
❡t P(l−1)i1,...,il−1,:,sl+1,...,sN ✱ ❡st ❧❛ (l− 1)❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s t❡♠♣♦r❛✐r❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡
à ik ❡t sk ✜①és ❞♦♥♥é❡ ♣❛r✱
P
(l−1)
i1,...,il−1,:,sl+1,...,sN
=


P
(l−1,1)
i1,...,il−1,0,sl+1,...,sN
· · · P (l−1,M)i1,...,il−1,0,sl+1,...,sN
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
P
(l−1,1)
i1,...,il−1,rl,sl+1,...,sN
· · · P (l−1,M)i1,...,il−1,rl,sl+1,...,sN

 ,
ik = 0, ..., nk, k = 1, ..., l − 1 ; sk = 0, ..., rk, k = l + 1, ..., N.
✭✹✳✽✶✮
✶✶✵
■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ s❡✉❧❡s ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s t❡♠♣♦r❛✐r❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧✬ét❛♣❡
l − 1 ❡t l ♦♥t ❜❡s♦✐♥ ❞✬êtr❡ st♦❝❦é❡s ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ l✳
▲❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ s♦♥t ❛✐♥s✐ ❝❛❧❝✉❧é❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐tér❛t✐✈❡✱ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
♣❛r ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❥✉sq✉✬à ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ N ♦ù ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s s✉✐✈❛♥t ❡st rés♦❧✉
(n1 + 1)× · · · × (nN−1 + 1) ❢♦✐s ✿(
NTNNN
)
Pi1,...,iN−1,: = N
T
NP
(N−1)
i1,...,iN−1,:
, ✭✹✳✽✷✮
♦ù Pi1,...,iN−1,:✱ ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ à ik ✜①és✱ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r
Pi1,...,iN−1,: =


P
(1)
i1,...,iN−1,0
· · · P (M)i1,...,iN−1,0
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
P
(1)
i1,...,iN−1,nN
· · · P (M)i1,...,iN−1,nN

 , ik = 0, ..., nk, k = 1, ..., N − 1, ✭✹✳✽✸✮
❡t P(N−1)i1,...,iN−1,: ❡st ❧❛ (N − 1)❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s t❡♠♣♦r❛✐r❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ à ik
✜①és✱ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r
P
(N−1)
i1,...,iN−1,:
=


P
(N−1,1)
i1,...,iN−1,0
· · · P (N−1,M)i1,...,iN−1,0
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
P
(N−1,1)
i1,...,iN−1,rN
· · · P (N−1,M)i1,...,iN−1,rN

 , ik = 0, ..., nk, k = 1, ..., N − 1. ✭✹✳✽✹✮
▲❡s ♠❛tr✐❝❡s Nk✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ N ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ s♦♥t ❞❡ t❛✐❧❧❡s
r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡s✳ ❘❡♣r❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♦ù ❧❛ ♠❛tr✐❝❡N à st♦❝❦❡r ♥é❝❡ss✐t❛✐t
❛✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ✶✻✺GB ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞❡❣rés pk = 2✳ ❉❛♥s ❝❡t
❡①❡♠♣❧❡✱ ♦ù ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥N = 4✱ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ é❧é♠❡♥t ✜♥✐ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r (r1+1)×(r2+1) = 10 201
♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ✭r1 + 1 = 101 ❡t r2 + 1 = 101✮✳ ❈❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❡✛❡❝t✉é ♣♦✉r 5 ✈❛❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡
2 ♣❛r❛♠ètr❡s s♦✐t r3 + 1 = 5 ❡t r4 + 1 = 5✳ P♦✉r ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ t❡❧s q✉❡
n1 = 50✱ n2 = 50✱ n3 = 2 ❡t n4 = 2 ✭s♦✐t nCP = 23 409✮✱ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡sN1 ❡tN2 ♥é❝❡ss✐t❡♥t 41ko ❞❡
♠é♠♦✐r❡ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s N3 ❡t N4 ♥❡ r❡q✉✐❡rt q✉❡ 120o s❛♥s ✉♥ st♦❝❦❛❣❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✭✐✳❡✳
❧❡ st♦❝❦❛❣❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝r❡✉s❡ ♥✬❡st ♣❛s ❡♠♣❧♦②é✮✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛ ♣r❡sq✉❡
été ❞♦✉❜❧é ♣❛r r❛♣♣♦rt ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞♦♥♥é ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ q✉✐✱ ♠❛❧❣ré ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥
st♦❝❦❛❣❡ ❛♣♣r♦♣r✐é✱ ♣❡✉t ♥é❝❡ss✐t❡r ❞❡s tér❛♦❝t❡ts ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥é❝❡ss✐t❡
s❡✉❧❡♠❡♥t q✉❡❧q✉❡s ❦✐❧♦♦❝t❡ts s❛♥s t✐r❡r ♣❛rt✐ ❞✉ st♦❝❦❛❣❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❝r❡✉s❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r
q✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ M ♥✬✐♥✢✉❡ ♣❛s s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s N ♦✉ Nk à st♦❝❦❡r✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❡❧❧❡
✐♥t❡r✈✐❡♥t s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡t ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s✳
▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡
❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♥✐❛❜❧❡✱ t❛♥t s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ ❞✉ st♦❝❦❛❣❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ♠✐s❡s ❡♥ ❥❡✉ q✉❡ s✉r ❧❡
t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s à ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❡t à ✐♥✈❡rs❡r s♦♥t ❞❡ ♣❡t✐t❡s t❛✐❧❧❡s✱ ❡t ❝♦♠♠❡
♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉✱ ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❢❛✐t❡ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✱ ❧❛
rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts s②stè♠❡s s❡ r❛♠❡♥❛♥t à ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡✳ ■❧ ❢❛✉t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♥♦t❡r
q✉❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s✳ ❈❡t ♦r❞r❡ s❡ tr❛❞✉✐t
♣❛r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♦r❞♦♥♥é ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜①❡ rk + 1 ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ k = 1, ..., N ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✳ ❈❡t ré♣❛rt✐t✐♦♥ ♥✬❛ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ❧✬♦❜❧✐❣❛t✐♦♥ ❞✬êtr❡ ❤♦♠♦❣è♥❡
✶✶✶
✭✐✳❡✳ ❧❡ ♣❛s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✮✳ ▼❛❧❣ré ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ✐♥❞é♥✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱
❧❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ♣❡✉t êtr❡ ✉♥❡ ré❡❧❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳ ❉❛♥s ❧❡
❝❛s ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✱ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❡✉t ♥❡ ♣❛s êtr❡
♦r❞♦♥♥é ❡t ✈❛r✐❡r ❞✬✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s à ✉♥ ❛✉tr❡✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
♥❡ ♣❡✉t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs êtr❡ ❣é♥éré❡ ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✐♠♣♦sé❡ ♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s
❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦❧✉t✐♦♥s ❞❛♥s ✉♥ t❡❧ ❝❛s✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱
✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ✧ré♦r❞♦♥♥❡r✧ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❢♦r♠❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❡♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐s ❡t
❛✐♥s✐ ❣é♥ér❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡ ♦r❞♦♥♥é❡✳ ■❧ ❡st ❛✉ss✐ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ❚✉r♥❡r ❬✶❪ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛✈❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡
❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❚✉r♥❡r✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ✈♦✐s✐♥ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♠❛✐s ✐❧ ❡st
é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡♥✈✐s❛❣❡r ❞✬❛✉tr❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♦♣té ♣♦✉r ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ✧❤②❜r✐❞❡✧
♠ê❧❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ à
❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣❛r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞é❝r✐t❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❤②❜r✐❞❡ s❡r❛ ❧✬♦❜❥❡t ❞❡
❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ s❡❝t✐♦♥✳
✹✳✸✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❤②❜r✐❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡
❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❧✐✲
♥é❛✐r❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐s❛❜❧❡
❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ❡t✴♦✉ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ N ❛✉❣♠❡♥t❡♥t✳ ❆ ❝♦♥tr❛r✐♦✱ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡
❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✱ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣❛r ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ♥✬❡st ♣❛s ❧✐♠✐té❡ ♣❛r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♦✉
❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ N ♠❛✐s ❡❧❧❡ ✐♠♣♦s❡ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧✬♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s q✉✐ ❞♦✐t
❛❞♠❡ttr❡ ✉♥ ♦r❞r❡ ♣❛r♠✐ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s✳ ❈❡❧❛ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts rk + 1 ❞❛♥s
❝❤❛q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ k = 1, ..., N ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ré❛❧✐s❛❜❧❡✱ ❝♦♠♠❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❞♦♥t ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ❝♦♠♣❧❡①❡ ✭♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧✐❜r❡
♦✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ str✉❝t✉ré ❞❡ ❝❡r❝❧❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳
P♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❡♥❣❡♥❞ré❡s ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥
❝♦♥❝❡♣t ❤②❜r✐❞❡✱ ❧✐❛♥t ❝❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
• ❖♥ ❛♣♣r♦①✐♠❡ nTP = (rL + 1)× (rL+1 + 1)× · · · × (rN + 1) ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s QsL,sL+1,...,sN =(
Q
(1)
sL,sL+1,...,sN , . . . , Q
(M)
sL,sL+1,...,sN
)
∈ RM ✱ sk = 0, ..., rk✱ k = L, ..., N ✱
• ❛✉① ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s usL,sL+1,...,sN =
(
u
(1)
sL ✱ . . .✱ u
(L)
sL ✱ u
(L+1)
sL+1 ✱ . . .✱ u
(N)
sN
)
✳
• ❙♦✐t L < N ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞♦♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s s♦♥t ❞és♦r❞♦♥♥és ❡t sL =
0, . . . , rL ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❛ss♦❝✐é à ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s✳
• ▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ H(u) : RN → RM ✱ u =(
u(1), ..., u(N)
)
• ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ nk + 1 ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ k = 1, ..., N ✱
• ❞♦♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ s♦♥t ❞❡ ❞❡❣rés pk ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ k = 1, ..., N ✱
• ❞♦♥t ❧❡s ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs U(k) ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ k = 1, ..., N s♦♥t ❝♦♥♥✉s✱
✶✶✷

Q:,sL+1,...,sN ✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s rL + 1 ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s à sk ✜①és✱
Q:,sL+1,...,sN =


Q
(1)
0,sL+1,...,sN
· · · Q(M)0,sL+1,...,sN
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
Q
(1)
r,sL+1,...,sN · · · Q(M)r,sL+1,...,sN

 , sk = 0, ..., rk, k = L+ 1, ..., N, ✭✹✳✽✼✮
❡t N ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿
N =

N0,p1(u
(1)
0 )× · · · ×N0,pL(u(L)0 ) · · · Nn1,p1(u(1)0 )× · · · ×NnL,pL(u(L)0 )
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
N0,p1(u
(1)
rL )× · · · ×N0,pL(u(L)rL ) · · · Nn1,p1(u(1)rL )× · · · ×NnL,pL(u(L)rL )

 . ✭✹✳✽✽✮
◆♦t♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ u(k)sL ✱ k = 1, ..., L✱ s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s ∀sk = 0, ..., rk✱
k = L+ 1, ..., N ✭❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♥❡ ✈❛r✐❡ ♣❛s✱ ❞✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧ à ❧✬❛✉tr❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s
♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ N s❡r❛ ✐❞❡♥t✐q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s
❧❡s (rL+1+1)×· · ·× (rN +1) rés♦❧✉t✐♦♥s à ❢❛✐r❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ ❡st ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r N
❡t
(
NTN
)−1
✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s✳ ➚ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ s✐ ❧❡s u(k)sL ✈❛r✐❡♥t✱ ✐❧ ❢❛✉t r❡❝❛❧❝✉❧❡r
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ N (rL+1+1)×· · ·× (rN +1) ❢♦✐s✳ ▲❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣❛r ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❧✬ét❛♣❡ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ ♥♦✉s ❛②❛♥t ♣❡r♠✐s ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t
P(L)✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧✬éq✳ ✭✹✳✼✾✮ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ l > L✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧
❡st ❛✐♥s✐ ❡✛❡❝t✉é ❞❛♥s ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s r❡st❛♥t❡s ✭L + 1, ..., N✮ ❥✉sq✉✬à ♦❜t❡♥✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳
❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❜✐❡♥ q✉❡ t✐r❛♥t ♣❛rt✐ ❞❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✐♥tr♦✲
❞✉✐t❡s✱ ♥✬❛♥♥✉❧❡ ♣❛s ❧❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ré❞✉✐r❡
s♦♥ ✐♠♣❛❝t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ❞és♦r❞♦♥♥és rL + 1 ❡t✴♦✉ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♥♦♥ ♦r❞♦♥♥é❡s L ❛✉❣♠❡♥t❡♥t✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s à st♦❝❦❡r ♣❡✉t r❡♥❞r❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❧❡
❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ◆♦t♦♥s ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉✬❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♥❡ ♣❛s tr❛✐t❡r
❧❡s N ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s nTP ❡♥ ✉♥❡ ❢♦✐s✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t à ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
❞✬êtr❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠♦✐♥s ❧✐♠✐té❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✳ ◆♦t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡✱ ♠♦②❡♥♥❛♥t
❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ (rL+1 + 1) × · · · × (rN + 1) ♠❛tr✐❝❡s N ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s✬❛❞❛♣t❡ à ❞❡s
♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ❞♦♥t ❧❡s L ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s u(k)sL ✱ k = 1, ..., L✱ ✈❛r✐❡♥t✳ ■❧ ❛♣♣❛r❛ît ❝❡♣❡♥❞❛♥t
♣❡rt✐♥❡♥t ❞❡ ❧✐❡r ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts
❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡♠♣❧♦②é❡✳
✹✳✹ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❍❊❘❖ ✿ ❍②❜r✐❞ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛❘② ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
✹✳✹✳✶ ❙tr❛té❣✐❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❈◆▲PP
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s
✭✐✳❡✳ ❜❛sé❡s s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡t ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✮ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬❛t✲
t❡✐♥❞r❡ ✉♥ ♦♣t✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢❛✐s❛❜❧❡ s❛♥s ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ❛♣♣r♦♣r✐é ♣♦✉r
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ▲❡s ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s s♦♥t q✉❛♥t à ❡❧❧❡s ❝❛♣❛❜❧❡s✱ s❛♥s ❧❡ ❣❛r❛♥t✐r✱ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✭t❤é♦✲
r✐q✉❡♠❡♥t✮ ✉♥ ♦♣t✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❡✉t ❝♦♥❞✉✐r❡ à
✶✶✹


❍❊❘❖✱ ❛❞❛♣té ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙✳ ❖♥ ✈♦✐t✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t✱ q✉❡
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ♥✬❛❞♠❡t q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ✐♥t❡r♥❡s ❞❡s ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs ❡t ❧❡s ♣♦✐❞s ❡♥ ❡♥tré❡✳
■❧ ❡st t♦✉t❡❢♦✐s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡ ♠ê♠❡ ❈◆▲PP ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉①
❛♣♣r♦❝❤❡s ✭s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♥st❛♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ▲❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳
▲❛ str❛té❣✐❡ à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❍❊❘❖ ❡st ❜✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❣é♥ér❛❧✐s❛❜❧❡ à ✉♥ ❣r❛♥❞
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❈◆▲PPs✳ ❉✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡
❡①♣❧♦r❛t♦✐r❡ ♠❛✐s ♣❡✉ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❈◆▲PPs ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡✱
❝❡ q✉✐ ❢❛✐t ❞✬❊❘❆❙▼❯❙ ✉♥ ♦✉t✐❧ très ✈❡rs❛t✐❧❡✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❛✱ ❧✉✐✱
été ♠♦t✐✈é ♣❛r ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❛ été ✐♠♣❧é♠❡♥té ❊❘❆❙▼❯❙✳ ◆✬✐♠♣♦rt❡
q✉❡❧❧❡ ❛✉tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡♥ r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t✳
✹✳✹✳✷ Pr♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ tr❛✐té ♣❛r ❊❘❆❙▼❯❙
❇✐❡♥ q✉❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛❜❧❡ à ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❈◆▲PPs✱ ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ✐❝✐ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❍❊❘❖
❛❞❛♣té❡ à ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ré❞✉✐ts ❜❛sés s✉r ❧❡s ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ◆❯❘❇❙ ✭✜❣✳ ✹✳✶✶✮✳ ❚♦✉t
❞✬❛❜♦r❞✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♣ré❝✐s❡r q✉❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐❞s ωi1,...,iN ♣❛r♠✐ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ r❡♥❞ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❛r ❊❘❆▼❙❯❙ très ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❈❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té s❡
ré♣❡r❝✉t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ N
♦✉ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s s♦♥t très ❣r❛♥❞s✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st ré❛❧✐sé❡ ❡♥
❞❡✉① t❡♠♣s✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ré❛❧✐sé❡ ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s ❞❡❣rés
pk ❡t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ✐♥t❡r♥❡s ❞❡s ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs ♣❛r♠✐ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡
ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ ❞♦♥❝ à ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✉♥❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❇✲❙♣❧✐♥❡ ✭✐✳❡✳ ωi1,...,iN = 1✱
∀ik = 0, ..., nk✮ ❛✜♥ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❡r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞é❝r✐ts ❞❛♥s
❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸ s♦♥t ❛❧♦rs ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ❆ ♥♦t❡r
q✉❡ ❧❡s ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ❇✲❙♣❧✐♥❡ ❞♦♥♥❡♥t✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡t ❝❡❧❛ ♣❡r♠❡t
♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡ ✜①❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs mk +1 ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ♣♦✉r ❧❡s ét❛♣❡s s✉✐✈❛♥t❡s✮✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡t s✉r❢❛❝❡s
◆❯❘❇❙ ♦ù t♦✉s ❧❡s ♣♦✐❞s s♦♥t ♦♣t✐♠✐sés ❬✶✸✱ ✷✷✺✱ ✷✷✻❪✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡
❧♦❝❛❧ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❞❡s ❡♥t✐tés ◆❯❘❇❙✳ ❆✐♥s✐✱ ♥❡ s♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐ts ♣❛r♠✐ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
q✉❡ ❧❡s ♣♦✐❞s ωi1,...,iN ♦ù ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❇✲❙♣❧✐♥❡ ❞é♣❛ss❡ ❧❡ s❡✉✐❧
♣ré✈✉ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡♥ ❞❡✉① t❡♠♣s ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡
t❡♠♣s ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡♥ ré❞✉✐s❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛✉ ♥♦♠❜r❡
♠✐♥✐♠❛❧ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡ s❡✉✐❧ ❞✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♦✉❤❛✐té✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉t✐❧✐s❡r
✉♥❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❇✲❙♣❧✐♥❡ ♦✉ ◆❯❘❇❙ ♥✬✐♥❝♦♠❜❡ ♣❛s à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡ ❧❡ s❡✉✐❧ ❞✬❡rr❡✉r ❡st r❡s♣❡❝té✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♠❡t❛♠♦❞è❧❡ ❣é♥éré ✉t✐❧✐s❡r❛ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✉♥❡
❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❇✲❙♣❧✐♥❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❧❡s ♣♦✐❞s s❡r♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐ts ❡t ❧❡ ♠❡t❛♠♦❞è❧❡ ❣é♥éré
✉t✐❧✐s❡r❛ ✉♥❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙✳
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡ ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞✬❊❘❆❙▼❯❙ ❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡
❞❡s ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs mk + 1 ❡t ❧❡s ❞❡❣rés pk ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡✉✐❧ ❞✬❡rr❡✉r s✉r ❧❡s
s♦rt✐❡s ❞✉ ♠❡t❛♠♦❞è❧❡✳ ▲❡ ❈◆▲PP tr❛✐té ♣❛r ❊❘❆❙▼❯❙ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ét❛♣❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
✶✶✼
s✉✐✈❛♥t❡ ✿
minxI φ(xI) = a×
1
N
∑N
k=1
nk
nmaxk
+ (1− a)× 1
N
∑N
k=1
pk
pmaxk
, 0 < a < 1,
s✉❥❡t à ✿

ǫ
(max)
j (xI) ≤ ǫ(max)j,max , j = 1, ...,M,
ǫ
(moy)
j (xI) ≤ ǫ(moy)j,max, j = 1, ...,M,
0 < U
(k)
lk
< 1, lk = pk + 1, ...,mk − pk + 1, k = 1, ..., N,
U
(k)
lk
≤ U (k)lk+1, lk = pk + 1, ...,mk − pk, k = 1, ..., N,
nk − pk ≥ 0, k = 1, ..., N,
nCP ≤ nTP ,
✭✹✳✽✾✮
♦ù xI ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ❧❡s N ❞❡❣rés pk✱ ❧❡s N t❛✐❧❧❡s ❞❡s
❦♥♦t ✈❡❝t♦rs mk+1 ❡t ❧❡smk−2pk−1 ✈❛❧❡✉rs ✐♥t❡r♥❡s ❞❡s ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs ✭❧❡s (n1+1)×· · ·×(nN+1)
♣♦✐❞s ωi1,...,iN s♦♥t ✜①és à ✶✮✳ ▲❡ ✈❡❝t❡✉r xI r❡❣r♦✉♣❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ s✉✐✈❛♥t ✿
xI =
(
p1, . . . , pN ,m1, . . . ,mN , U
(1)
p1+1
, . . . , U
(1)
m1−p1−1
, . . . , U
(N)
pN+1
, . . . , U
(N)
mN−pN−1
)
. ✭✹✳✾✵✮
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣❡✉t ♣♦♥❞ér❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉
♣❛r❛♠ètr❡ a ❛✜♥ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❡♥ ♣r✐♦r✐té✱ s♦✐t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉
♠ét❛♠♦❞è❧❡✱ s♦✐t ❧❡ t❡♠♣s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞♦✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ✜①❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠✉♠
❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ nmaxk + 1 ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❞❡❣ré ♠❛①✐♠✉♠ p
max
k ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ k✳ ❊♥
❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s s✉r ❧❡✱ ♦✉ ❧❡s✱ ♣❤é♥♦♠è♥❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ♠♦❞é❧✐s❡r✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ♥❛t✉r❡❧
♣♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st ❞❡ ✜①❡r nmaxk = rk✱ k = 1, ..., N ✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s
t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts
rk + 1 ❡st ❞é✜♥✐ ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s k✳ ❉❛♥s ✉♥ t❡❧ ❝❛s✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ rL + 1 ❡st ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts s✉✐✈❛♥t ❧❡s L ♣r❡♠✐èr❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❡t q✉❡ rk + 1 ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❛♥s ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s
k = L+ 1, ..., N ✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ✭✹✳✹✷✮ ♣❡✉t êtr❡ r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
φ(L)(xI) = a×
∏N
k=1(nk + 1)
nTP
+ (1− a)× 1
N
N∑
k=1
pk
pmaxk
, 0 < a < 1. ✭✹✳✾✶✮
❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s nTP ❞♦♥♥é ♣❛r ✿
nTP = (rL + 1)×
N∏
k=L+1
(rk + 1) ✭✹✳✾✷✮
❇✐❡♥ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♥❛t✉r❡❧❧❡s ♣♦✉r ✜①❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s nmaxk ✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ❞❡❣rés
♠❛①✐♠✉♠s pmaxk ❡st ♠♦✐♥s é✈✐❞❡♥t✳ ▲❡s ❡♥t✐tés ◆❯❘❇❙ ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ♣♦❧②♥♦✲
♠✐❛❧❡s ❞é✜♥✐❡s ❡♥tr❡ ♥÷✉❞s s✉❝❝❡ss✐❢s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
N = 1✱ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ◆❯❘❇❙ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ❞❡ ❞❡❣ré
✶✶✽

♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ✜tt✐♥❣ ❡t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❛✈❡❝
❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡✱ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ✜❣✳ ✹✳✶✷✳
■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs U (k)lk ✱ k = 1, ..., N ✱ ❞❡s N ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♠♦❞✉❧❛✐r❡s ❞❡
❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♦r❞♦♥♥é❡s✱ ✐✳❡✳ r✐❡♥ ♥❡ ❣❛r❛♥t✐t q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ s♦✐t ✈ér✐✜é❡ ✿
∀lk < l′k, U (k)lk ≤ U
(k)
l
′
k
. ✭✹✳✾✸✮
❖r✱ ❧❡s ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs ❞✬✉♥❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ ❞♦✐✈❡♥t ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡♠❡♥t êtr❡ ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡ ❞❡s
s✉✐t❡s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ♥♦♥✲❞é❝r♦✐ss❛♥ts✳ ❯♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♦r❞r❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs
❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❛✈❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ❝❡❧❛
s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s♦rt ❞❡ ▼❛t❧❛❜ ❬✷✷✽❪✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s
❝❤r♦♠♦s♦♠❡s✱ ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t ♠♦❞✉❧❛✐r❡✱ ♥✬❛ ♣❛s ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡✳
◆♦✉s ❛✈✐♦♥s ❧✐sté✱ ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡s ❞❡❣rés pk✱ ❧❡s
t❛✐❧❧❡s mk + 1 ❡t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ✐♥t❡r♥❡s U
(k)
lk
❞❡s ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs✳ ❖r✱ ❧❛ ✜❣✳ ✹✳✶✷ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r
q✉❡ ❧❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❜❡❧ ❡t ❜✐❡♥ ❧❡s ❞❡❣rés pk ✭s❡❝t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉✮✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
✐♥t❡r♥❡s ❞❡s ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs U (k)lk ✭s❡❝t✐♦♥s ♠♦❞✉❧❛✐r❡s ❞❡ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉✮ ♠❛✐s ❧❡smk ♥❡ s♦♥t ♣❛s st♦❝❦é❡s
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t✳ ❈❡ s♦♥t✱ ❡♥ ❢❛✐t✱ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s n(k)c,λ = mk − 2pk − 1 q✉✐ s♦♥t st♦❝❦és
❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ λ✳ ❈❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❡♥t✱ ♥é❛♥♠♦✐♥s✱ ❞✬♦❜t❡♥✐r t♦✉s
❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬❡♥tré❡ ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙✳ ▲❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ nk+1 s♦♥t
♥♦t❛♠♠❡♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ✿
nk = mk − pk − 1, k = 1, ..., N. ✭✹✳✾✹✮
■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ nk ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧✬éq✳ ✭✹✳✾✹✮ ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ✉♥❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡
◆❯❘❇❙ ❞♦♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡s ✭nCP > nTP ✮✳
❉❛♥s ✉♥ t❡❧ ❝❛s✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢✱ ♣♦✉r ❝❡t ✐♥❞✐✈✐❞✉✱ ❡st ✜①é à ✶ ✭✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡
❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢✮✳
▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❈◆▲PP ✭✹✳✽✾✮ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ✜①❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ét❛♣❡s s✉✐✈❛♥t❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❝❡tt❡ ét❛♣❡ ✜①❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs
✐♥t❡r♥❡smk−2pk−1 ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs ❡t ❧❡s ❞❡❣rés pk✱ ❝❡ q✉✐ ❛ ♣♦✉r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ✜①❡r
é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ nk+1 ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ k = 1, ..., N ✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s
❧✬❛✈♦♥s ❞✐t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ s✐ ❧❡ s❡✉✐❧ ❞✬❡rr❡✉r ❡st r❡s♣❡❝té ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡ ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✱
❧❡s ♣♦✐❞s ωi1,...,iN r❡st❡♥t ✜①és à ✶ ✭✐✳❡✳ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❇✲❙♣❧✐♥❡✮✳ ❙✐ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❝❤♦✐s✐ ❞✬✐♥té❣r❡r s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s ♣♦✐❞s ❞❛♥s ❧❡s ③♦♥❡s ♦ù ❧❡ s❡✉✐❧ ❞✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞é♣❛ss❡ ❧❡
s❡✉✐❧ ✜①é ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ▲❛ r❛✐s♦♥ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❡st ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❝♦♠♣❧❡①✐✜❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✐♥✉t✐❧❡♠❡♥t✳
❈❡❧❛ ❡st r❡♥❞✉ ♣♦ss✐❜❧❡ ❣râ❝❡ à ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ s✉♣♣♦rt ❧♦❝❛❧ ❞❡s ❡♥t✐tés ◆❯❘❇❙✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬éq✳
✭✸✳✷✻✮ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱ ❡t ❞♦♥❝ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐❞s q✉✐ ❧✉✐ ❡st ❛✛❡❝té✱
❛ ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❜✐❡♥ ❞é❧✐♠✐té✳ ▲❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❡t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t q✉❡ ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳
❖♥ ♥♦t❡✱
S
(i1,...,iN ) =
[
U
(1)
i1
, U
(1)
i1+p1+1
[
× ...×
[
U
(N)
iN
, U
(N)
iN+pN+1
[
, ✭✹✳✾✺✮
❧❡ s✉♣♣♦rt ❧♦❝❛❧ ✭❤②♣❡r✲r❡❝t❛♥❣❧❡✮ ❞✉ ♣♦✐❞s ωi1,...,iN ✭♦✉ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ Pi1,...,iN ✮✳ ❖♥ ♥♦t❡✱
U =
{
us, s = 1, ..., nTP | ∃j ∈ [1,M ] : ǫj(us) > ǫ(max)j,max
}
✭✹✳✾✻✮
✶✷✵
❛✈❡❝ us✱ s = 1, ..., nTP ✱ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ❞❡s nTP ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ U
r❡❣r♦✉♣❡ ❞♦♥❝ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡ s❡✉✐❧ ❞✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s r❡s♣❡❝té
♣♦✉r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ s♦rt✐❡ ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡✳ ❆✈❡❝ ❝❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♦♥ ❞é✜♥✐t✱
Ω =
{
ωi1,...,iN , ik = 0, ..., nk | ∃us ∈ U ∩ S(i1,...,iN )
}
, ✭✹✳✾✼✮
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐❞s ωi1,...,iN ❞♦♥t ❧❡ s✉♣♣♦rt ❧♦❝❛❧ ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ♣♦✐♥t ❝✐❜❧❡ us✱ s =
1, ..., nTP ✱ q✉✐ ♥❡ r❡s♣❡❝t❡ ♣❛s ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ s♦rt✐❡ ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡✳
▲❡s ❞❡❣rés pk ❡t ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ nk+1 ét❛♥t ✜①és✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ φ ♥❡ ♣❡✉t ♣❧✉s
êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡
◆❯❘❇❙✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐✱ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❈◆▲PP rés♦❧✉ ♣❛r ❊❘❆❙▼❯❙ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
minxII ϕ(xII) =
1
M
∑M
j=1
ǫ
(max)
j (xII)
ǫ
(max)
j
(
x
(0)
I
) ,
s✉❥❡t à ✿

ǫ
(moy)
j (xII)
ǫ
(moy)
j,max
≤ 1, j = 1, ...,M,
0 < U
(k)
lk
< 1, lk = pk + 1, ...,mk − pk + 1, k = 1, ..., N,
U
(k)
lk
≤ U (k)lk+1, lk = pk + 1, ...,mk − pk, k = 1, ..., N,
ωi1,...,iN ≥ 0, ik = 0, ..., nk,
✭✹✳✾✽✮
♦ù xII ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ ❧❡s nk − pk ✈❛❧❡✉rs ✐♥t❡r♥❡s ❞❡s
❦♥♦t ✈❡❝t♦rs ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♣♦✐❞s ωi1,...,iN ∈ Ω✮ ❡t x(0)I ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
❢♦✉r♥✐ ♣❛r ❊❘❆❙▼❯❙ ❛♣rès ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❈◆▲PP ✭✹✳✽✾✮✳ ▲❡ ✈❡❝t❡✉r xII r❡❣r♦✉♣❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ s✉✐✈❛♥t ✿
xII =
(
U
(1)
p1+1
, . . . , U
(1)
m1−p1−1
, . . . , U
(N)
pN+1
, . . . , U
(N)
mN−pN−1
,Ω
)
. ✭✹✳✾✾✮
▲❡ ✈❡❝t❡✉r xII ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❈◆▲PP ✭✹✳✾✽✮ ❡st ❞✐✛ér❡♥t ❞✉ ✈❡❝t❡✉r xI ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❈◆▲PP ✭✹✳✽✾✮✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡s ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs mk + 1
♥❡ ❢♦♥t ♣❧✉s ♣❛rt✐❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❡s ♣♦✐❞s ωi1,...,iN ∈ Ω ♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐ts✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ nk + 1 ❡t ❧❡s ❞❡❣rés pk s♦♥t ✜①és ♣❛r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ x(0)I ✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❤❛s❡✱ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r
❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞é❝r✐ts ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸ ❡t ❧❡s ♣♦✐❞s ♥✬✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣♦✐♥ts
❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙✳ P♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❛②❛♥t ❧❡s mk − 2pk − 1
✈❛❧❡✉rs ✐♥t❡r♥❡s ❞❡s ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❊❘❆❙▼❯❙ s✉✐t❡ à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉
❈◆▲PP ✭✹✳✽✾✮ ✭✐✳❡✳ x(0)I ✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ t♦✉s s❡s ♣♦✐❞s ωi1,...,iN ∈ Ω ✜①és à ✶ ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❛
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❈◆▲PP ✭✹✳✾✽✮✳
▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❈◆▲PP ✭✹✳✾✽✮ ♣❛r ❊❘❆▼❙❯❙ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥ ✧❜♦♥✧ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt
♣♦✉r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ ❈❡s ❞❡✉① ét❛♣❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡ ✜①❡r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s
✶✷✶
♦♣t✐♠❛✉① ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ nk+1 ❡t ❧❡s ❞❡❣rés pk✱ k = 1, ..., N ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❡rr❡✉r
♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s s♦rt✐❡s ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡
❢♦✉r♥✐r à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✱ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ✐♥t❡r♥❡s ❞❡s ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs ❡t ❞❡s ♣♦✐❞s ωi1,...,iN ∈ Ω
♣r♦❝❤❡s ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♦♣t✐♠❛❧❡s✳ ■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✉rr❛✐t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t êtr❡ tr❛✐té
♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❞ès ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡ ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ✜①é ♣❛r ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ✭❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡
❝♦♥trô❧❡ ❡t ❧❡s ❞❡❣rés s♦♥t ✜①és✮✱ ✐❧ ❡st ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r ✉♥ ♦♣t✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ♣❛r ✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡❧❛ ♥❡ ❞♦✐t s❡ ❢❛✐r❡ q✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ♦♣t✐q✉❡ ❞❡ ❣❛✐♥ ❞❡ t❡♠♣s✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐❞s ♣❛r♠✐ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ r❡♥❞ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢♦rt❡♠❡♥t
♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s r❡❝♦♠♠❛♥❞é❡✳
✹✳✹✳✸ Pr♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ tr❛✐té ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❞❡ ▼❆❚✲
▲❆❇
❈♦♠♠❡ é✈♦q✉é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧✬ét❛♣❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ré❛❧✐sé❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦❞❡ ❊❘❆❙▼❯❙ ❛
❞❡✉① ♦❜❥❡❝t✐❢s ✿ ✜①❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❀ ❡t ❢♦✉r♥✐r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞❡ ❝❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦❝❤❡s ❞✬✉♥ ♦♣t✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ✭❞❛♥s ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❞❡s ❝❛s✱ ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧✮✳
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ét❛♣❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st✱ q✉❛♥t à ❧✉✐✱ ❞✬❛✣♥❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✉♠
✭❧♦❝❛❧ ♦✉ ❣❧♦❜❛❧✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ❢♦❝❛❧✐s❡♥t ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✉♠ s✉r
✉♥ s❡✉❧ ♣♦✐♥t✱ ❡t ♥♦♥ s✉r ✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡✳ ▲❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s
❞❡s ❞❡✉① ét❛♣❡s ét❛♥t ❞✐✛ér❡♥ts✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❈◆▲PP tr❛✐té ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡
♣❡✉t ❞✐✛ér❡r ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❈◆▲PP ❛❜♦r❞é ♣❛r ❧❛ ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙✱ ❧❡ ❈◆▲PP ✭✹✳✽✾✮✱ tr❛✐té ♣❛r ❊❘❆❙✲
▼❯❙✱ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ tr❛✐té ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡
♣r♦❜❧è♠❡ ✈✐s❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡t ❧❡ t❡♠♣s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ ❧❡s ❞❡❣rés
❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡✮ ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ♦❜t❡♥✉✱ ❡♥ ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡✉✐❧ ❞✬❡rr❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s s♦rt✐❡s✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ nk + 1 ❡t ❧❡ ❞❡❣rés
pk ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣❛s ❢❛✐r❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉
♣r♦❜❧è♠❡ tr❛✐té ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❝❛r ✐❧ ♥❡ s✬❛❣✐t ♣❛s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❡t q✉✬❡❧❧❡s
s♦♥t ❧✐é❡s ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ❞✬♦♣t✐♠✐✲
s❛t✐♦♥ ♥❡ ❝♦♥s✐st❡ ❞♦♥❝ ♣❛s à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❡t ❧❡ t❡♠♣s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉
♠ét❛♠♦❞è❧❡✱ ♠❛✐s ❜❡❧ ❡t ❜✐❡♥ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧✬❡rr❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✳ ❉❛♥s
❝❡ ❝❛s✱ ✐❧ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ t❡♥t❛♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ ❞✉ ❈◆▲PP ✭✹✳✾✽✮ ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢
❞❡ ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ❖r ❝❡❧❛ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡ ❝❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ ❡st ❞✐s❝♦♥✲
t✐♥✉❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❆✐♥s✐✱
❧❡ ❈◆▲PP tr❛✐té✱ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❢♠✐♥❝♦♥ ❞❡ ▼❆❚▲❆❇ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ χ✲♥♦r♠❡ ♣♦✉r
❛♣♣r♦①✐♠❡r ❧✬❡rr❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✿
max
s
(
H(j)(us)−Q(j)s
)
≈
[
nTP∑
s=1
(
H(j)(us)−Q(j)s
)χ]( 1χ )
, j = 1, ...,M, χ ≥ 20 ✭✹✳✶✵✵✮
✶✷✷
▲❡ ❈◆▲PP q✉✐ rés✉❧t❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ χ✲♥♦r♠❡ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
minxII ψ
(χ)(xII) =
1
M
∑M
j=1
[∑nTP
s=1
(
H
(j)
xII(us)−Q(j)s
)χ]( 1
χ
)
[∑nTP
s=1
(
H
(j)
0 (us)−Q(j)s
)χ]( 1
χ
)
,
s✉❥❡t à ✿

0 < U
(k)
lk
< 1, lk = pk + 1, ...,mk − pk + 1, k = 1, ..., N,
U
(k)
lk
≤ U (k)lk+1, lk = pk + 1, ...,mk − pk, k = 1, ..., N,
ωi1,...,iN ≥ 0, ik = 0, ..., nk,
✭✹✳✶✵✶✮
♦ù HxII =
(
H
(1)
xII , ..., H
(M)
xII
)
❡st ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ xII t❛♥❞✐s q✉❡ H0 =
(
H
(1)
0 , ..., H
(M)
0
)
❡st ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡
✈❡❝t❡✉r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ x(0)II ✱ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ✭✐✳❡✳ ❧❡s
✈❛❧❡✉rs ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❊❘❆❙▼❯❙✮✳
▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ χ✲♥♦r♠❡ ♣❡r♠❡t ❞❡✉① ❝❤♦s❡s✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ψ(χ) ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❝❡
q✉✐ ♣❡r♠❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ✉♥❡
q✉❛❧✐té ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✧❣❧♦❜❛❧❡✧ s❛♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✭✐✳❡✳ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r
❧✬❡rr❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✮✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞♦♥♥é❡ s❛♥s ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛✜♥ ❞✬é❧✐♠✐♥❡r
❞✬é✈❡♥t✉❡❧s ❡✛❡ts ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❜r✉t❛❧❡✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞✐t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♥♦✉s
✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❢♠✐♥❝♦♥ ❞❡ ▼❆❚▲❆❇✱ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧✬♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t♦♦❧❜♦♦① ❬✷✶✹❪✳ ❆✜♥ ❞❡
tr❛✐t❡r ❧❡ ❈◆▲PP ✭✹✳✶✵✶✮✱ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ r❡♥s❡✐❣♥és ✿
• ▲❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt x0 =
(
U
0 (1)
p1+1
✱ · · · ✱ U0 (1)m1−p1+1✱ · · · ✱ U
0 (N)
pN+1
✱ · · · ✱ U0 (N)mN−pN+1✱ ω0i1,...,iN ∈ Ω
)
❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s nk − pk ✈❛❧❡✉rs ✐♥t❡r♥❡s ❞❡s N ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs U0 (k) ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❊❘❆❙▼❯❙
❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♣♦✐❞s ω0i1,...,iN ✱ ω
0
i1,...,iN
∈ Ω✳
• ▲❡ t②♣❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ✉t✐❧✐sé ✭■P✱ ❆❙ ♦✉ ❙◗P✮✳ P❛r ❞é❢❛✉t✱ ▼❆❚▲❆❇ ✉t✐❧✐s❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ■P✳ ◆♦✉s ❧✉✐ ♣ré❢ér♦♥s ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❆❙ ♣♦✉r s❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❡t s♦♥
tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳
• ▲❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t q✉❡ ▼❆❚▲❆❇ ❣èr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs
❝r✐tèr❡s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ✿
✖ ◆♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ♣❛r ❞é❢❛✉t ❞♦♥♥é❡✱
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❙✱ ❡st ❞❡ 100× ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❈❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ♣❡✉t
êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛s✳
✖ ◆♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ✿ Kmax✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ♣❛r ❞é❢❛✉t ❞❡ ▼❆❚▲❆❇ ❡st Kmax =
400✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ❥❛♠❛✐s ❛tt❡✐♥t ❝❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❡t ✐❧ ❡st
❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ à ❧✬❛✈❛♥❝❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r
♣❛r ❞é❢❛✉t ❡st ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t✱ ❡♥ ❝❛s ❞❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❞❡ st♦♣♣❡r
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳
✶✷✸

▼ê♠❡ s✐ ❧❛ str❛té❣✐❡ ♣rés❡♥té❡ ❥✉sq✉✬à ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t
s✬✐❧ s❡r❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ◆❯❘❇❙ ♦✉ ❇✲❙♣❧✐♥❡✱ ❞❛♥s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❝❛s✱ ❧❡s
❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ❇✲❙♣❧✐♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♣ré❝✐s✐♦♥s ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡s✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐✱ ❞❛♥s ✉♥
s♦✉❝✐s ❞❡ ❣❛✐♥ ❞❡ t❡♠♣s✱ ✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣❡✉t êtr❡ ✐♥tér❡ssé ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❇✲
❙♣❧✐♥❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t✳ ❯♥❡ ✈❡rs✐♦♥ s♣é❝✐❛❧❡ ❞✉ ❝♦❞❡ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❡t ❡st ♣rés❡♥té❡
s✉r ❧❛ ✜❣✳ ✹✳✶✸✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st très s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✳ ✹✳✶✶✱ à ❧❛ ❞✐❢✲
❢ér❡♥❝❡ q✉❡ ❧❡s ♣♦✐❞s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✐♥tr♦❞✉✐ts ♣❛r♠✐ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ s❡✉❧
❧❡ ❈◆▲PP ✭✹✳✽✾✮ ❡st tr❛✐té ♣❛r ❊❘❆❙▼❯❙ ❡t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐❡ s❡rt ❞❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ♣♦✉r
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ♦ù s❡✉❧❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ✐♥t❡r♥❡s ❞❡s ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs ❢♦♥t ♣❛rt✐❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳
✹✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❈◆▲PPs✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❍❊❘❖✱ ❛ été ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❝❡
❝❤❛♣✐tr❡✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥é❡ ❞✬✉♥❡ ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❡t ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ♣❡r♠❡t ❞❡
tr❛✐t❡r ❞❡s ❈◆▲PPs✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s✱ ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❡♥ ❥❡✉ s♦♥t très ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❞✐✣✲
❝✐❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐❜❧❡s s❛♥s ❡①♣❡rt✐s❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❊❘❆❙▼❯❙
♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛✐t❡r ❞❡s ❈◆▲PPs ❞♦♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥st❛♥t✳
❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❧❡ ❈◆▲PP tr❛✐té ♣❛r ❊❘❆▼❙❯❙ ❡st ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❝❡❧✉✐ tr❛✐té ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é✲
t❡r♠✐♥✐st❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✬❊❘❆❙▼❯❙✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❢♦r♠❛♥t ✉♥ ✧❜♦♥✧ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt✱ ❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡ ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ r❡s♣❡❝t❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✜①é❡s ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢
❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❡st ❛❧♦rs ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ✭❧♦❝❛❧ ♦✉ ❣❧♦❜❛❧✮ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t
❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t♦✉t ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧✬❡rr❡✉r ♠♦②❡♥♥❡✱ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❊❘❆▼❙❯❙✳
❈❡tt❡ str❛té❣✐❡✱ ❜✐❡♥ q✉✬❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ à ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ❛ été ✐❧❧✉stré❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ◆❯❘❇❙ ♣♦✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ♥♦tr❡
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✐t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳
nCP < nTP ✮✱ ❡❧❧❡ ❡st t♦✉t à ❢❛✐t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ nCP = nTP ✮✳ ❉❛♥s
❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ❧❡ ❝♦❞❡ ❍❊❘❖ ❡st ✉t✐❧✐sé ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♦♣t✐♠❛❧❡s ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡
◆❯❘❇❙✳ ▲♦rs ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r ❞✬❛❝❝❡♥t✉❡r s♦✐t ❧❛
♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ✭✐✳❡✳ ❧❡
♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ nCP ✮✱ s♦✐t ❧❡ t❡♠♣s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ ❧❡s ❞❡❣rés pk✱ k = 1, ..., N✮
❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ✜①❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❡rr❡✉rs ♠❛①✐♠❛❧❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡✳
❊❘❆❙▼❯❙ ❢♦✉r♥✐t ❛❧♦rs✱ ❡♥ ❞❡✉① t❡♠♣s✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞❡ r❡s♣❡❝t❡r ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✜①é❡s ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ♣❡r♠❡t
❡♥s✉✐t❡ ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ✭❧♦❝❛❧ ♦✉ ❣❧♦❜❛❧✮ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❢♦r✲
♠✉❧❛♥t ✉♥ s❡❝♦♥❞ ❈◆▲PP✳ ❉❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝❛s✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ❇✲❙♣❧✐♥❡ ♣❡r♠❡t
❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ s♦✉❤❛✐té❡✳ ❙❡✉❧❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ✐♥t❡r♥❡s ❞❡s ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs ❢♦♥t ❛❧♦rs ♣❛rt✐❡ ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝♦♥❞❡ ♣❤❛s❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ♣♦✐♥ts
❞❡ ❝♦♥trô❧❡ nCP ❡t ❧❡s ❞❡❣rés pk s♦♥t ✜①és✮✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❡✉t✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❤♦✐s✐r ❞✬✉t✐✲
❧✐s❡r ❞❡s ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ◆❯❘❇❙ ❡t ✐♥té❣r❡r ❧❡s ♣♦✐❞s ωi1,...,iN ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ▲❡
♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ♣♦✐❞s ♣❡✉t ❝❡♣❡♥❞❛♥t s✬❛✈ér❡r tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❡t ❧❛ str❛té❣✐❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
✶✷✺
❞é✈❡❧♦♣♣é❡ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❧♦❝❛❧ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❞❡s ❡♥t✐tés ◆❯❘❇❙✳ ❆✐♥s✐✱ s❡✉❧s ❧❡s ♣♦✐❞s
❛✛❡❝tés à ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❛♥s ❞❡s ③♦♥❡s ♦ù ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞é♣❛ss❡ ❧❡ s❡✉✐❧ ✜①é
♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r s♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐ts ♣❛r♠✐ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❍❊❘❖ ♣❡r♠❡t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❜❛sé❡
s✉r ❧❡s ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ◆❯❘❇❙✱ ❞❡ s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❞❡s rè❣❧❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ❥✉sq✉✬❛❧♦rs ✉t✐❧✐sé❡s ❡t ♥❡ ❜é✲
♥é✜❝✐❛♥t ❞✬❛✉❝✉♥❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❛✉❝✉♥❡ ❡①♣❡rt✐s❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♥✬❡st r❡q✉✐s❡
♣♦✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡s ❞❡s ❡♥t✐tés ◆❯❘❇❙ ♥❡
s♦♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣✉✐sq✉❡ ❝✬❡st ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❍❊❘❖ q✉✐ ❡♥ ✜①❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ▲❡ ❜❡s♦✐♥ ❞✬❡①✲
♣❡rt✐s❡ ♥✬❡st ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s tr❛♥s❢éré s✉r ❧❛ ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❊❘❆❙▼❯❙ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡ ❝❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✜①és à ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❛r ❞é❢❛✉t✳ ❙❡✉❧s r❡st❡♥t ❧❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s
❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♠❛✐s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥s ♣❡✉t êtr❡ ✜①é ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
t♦t❛❧ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ s♦✐t é❣❛❧ à 80000 ❡t ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢
♣❡✉t êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣❛✐♥ ❛tt❡♥❞✉✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ♦✉ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❊♥✜♥✱ ✐❧ ♥✬❡st
♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✱ ❡t ❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❢♠✐♥❝♦♥ ❞❡ ▼❆❚▲❆❇ ✉t✐❧✐sé❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❝r✐tèr❡s ❞✬❛rrêts ♣❛r ❞é❢❛✉t
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s
s❛♥s ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳
▲✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ s❡r❛ ♣r♦✉✈é❡ s✉r ❞❡s ❜❡♥❝❤♠❛r❦s t✐rés ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❛✐♥s✐
q✉❡ s✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡✳ ▲❡s ❜❡♥❝❤♠❛r❦s ❡♥✈✐s❛❣és ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ✿
✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ❞é✜♥✐ s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞♦♥t ❧❛ s♦rt✐❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ q✉❛tr❡ ♣❛r❛♠ètr❡s
❞✬❡♥tré❡ ✭N = 4 ❡t M = 1✮ ❀ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡♥ é❧❛st✐❝✐té ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡
❝♦♥✈❡①❡ ❞♦♥t ❧❡s ❞❡✉① s♦rt✐❡s ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ q✉❛tr❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ✭N = 4 ❡tM = 2✮ ❀ ❡t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡♥ é❧❛st✐❝✐té ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♥♦♥✲❝♦♥✈❡①❡ ❞♦♥t ❧❡s ❞❡✉① s♦rt✐❡s ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡
q✉❛tr❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ✭N = 4 ❡tM = 2✮✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r❛t✐q✉❡ tr❛✐t❡✱ q✉❛♥t à ❡❧❧❡✱ ❧✬✉♥✐té ré♣ét✐t✐✈❡
❞✬✉♥ ♣❛♥♥❡❛✉ r❛✐❞✐ ❛✈❡❝ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ✿ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ✢❛♠❜❛❣❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡✳
✶✷✻
❈❤❛♣✐tr❡ ✺
❈❛s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ❛ été t❡sté❡ s✉r ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛s
❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✧s✐♠♣❧❡s✧ ❡♥ ❛♣♣❛r❡♥❝❡ ♠❛✐s ❛②❛♥t été ❝❤♦✐s✐s ♣♦✉r ❡①❤✐❜❡r ❝❡rt❛✐♥s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts
♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♣r♦❜❧è♠❡ tr❛✐té✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✈✐s❡ à ♠♦❞é❧✐s❡r✱ ♣❛r ✉♥❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡
◆❯❘❇❙✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞✬✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ♠✐♥❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡t
❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ❡♥✈✐r♦♥♥❛♥t✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❛❞♠❡t q✉❛tr❡
♣❛r❛♠ètr❡s ❡♥ ❡♥tré❡✱ à s❛✈♦✐r✱ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ x ❡t y✱ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r t ❡t ❧❡
❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ h✳ ▲❛ s♦rt✐❡✱ q✉❛♥t à ❡❧❧❡✱ ❡st ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❝❡s q✉❛tr❡
♣❛r❛♠ètr❡s✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧✐♠✐t❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s à ❧❛ ♣❧❛q✉❡ r❡♥❞❡♥t ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ y✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ét❛♥t✱ ♣♦✉r ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♠ét❛♠♦❞è❧❡
❡①❤✐❜❛♥t ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✳
❉❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❧❡ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡
♣❧❛q✉❡ ♠✐♥❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡t ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❡✛♦rt q✉✐ ❧✉✐ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é✳
❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ ② ❛ q✉❛tr❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❡♥ ❡♥tré❡✱ à s❛✈♦✐r✱ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ x
❡t y✱ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r t ❡t ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ ❧✬❡✛♦rt ❛♣♣❧✐q✉é F ✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦rt✐❡s ❡st ✐❝✐ ❞❡ tr♦✐s✱ ux✱ uy
❡t θz✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s q✉❛tr❡ ♣❛r❛♠ètr❡s
♣ré❝é❞❡♥ts✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢✱ ♣♦✉r ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ❡st ❞❡ ♠♦♥tr❡r s❛ ❝❛♣❛❝✐té à tr❛✐t❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
❛②❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs s♦rt✐❡s✱ s❛♥s ♥é❝❡ss✐t❡r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦rt✐❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ s❛
❝❛♣❛❝✐té à ✐♥té❣r❡r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧✐♠✐t❡s ♣❛r♠✐ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❡♥tré❡✳
❊♥✜♥✱ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ tr❛✐t❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t
❞✬✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ♠✐♥❝❡ tr♦✉é❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❡t ❞✉ r❛②♦♥ ❞✉ tr♦✉ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✳ ■❧ ② ❛
é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❛tr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❡♥tré❡ ❞❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ à s❛✈♦✐r✱ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ x
❡t y✱ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ t ❡t ❧❡ r❛②♦♥ ❞✉ tr♦✉ R✳ ■❧ ② ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t tr♦✐s s♦rt✐❡s✱ ux✱ uy ❡t
θz✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s ❛✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ tr♦✉é❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❞✬❡♥tré❡✳ ❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ✈❛r✐❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ r❛②♦♥ R ❞❡ ❝❡❧❧❡✲
❝✐✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ♥♦tr❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ❞❡ ♠♦♥tr❡r s❛
❝❛♣❛❝✐té à s✬❛❞❛♣t❡r à ❞❡s ❣é♦♠étr✐❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❛♥s
❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❡♥tré❡✳
❆✜♥ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ❧✉♠✐èr❡ ❧✬✐♥térêt ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♦♥t été ❝♦♠♣❛rés
✶✷✼
à ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❬✷❪ ♣♦✉r ✜①❡r✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t✱ ❧❡s
❞❡❣rés pk ❡t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ✐♥t❡r♥❡s ❞❡s ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s ❞❡❣rés pk = 2, k = 1, ..., N
s♦♥t ✉t✐❧✐sés ✭❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❚✉r♥❡r ❬✶❪✮ ❡t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ✐♥t❡r♥❡s ❞❡s ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs U (k)ik s♦♥t
✜①é❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s❛♥s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s u(k)sk ♣❛r ❧❛
r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❬✷❪ ✿
dk =
rk + 1
nk − pk + 1 , lk = ⌊jkdk⌋, αk = jkdk − lk,
U
(k)
pk+jk
= (1− αk)u(k)lk−1 + αiu
(k)
lk
, jk = 1, ..., nk − pk, k = 1, ..., N.
✭✺✳✶✮
❉❛♥s ❧✬éq✳ ✭✺✳✶✮✱ ⌊·⌋ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡ ❡♥t✐èr❡ ♣❛r ❞é❢❛✉t✳ ❈❡tt❡ rè❣❧❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❛ss✉r❡
q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
(
NTN
)
✱ à ✐♥✈❡rs❡r ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱ s♦✐t
❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡t ❜✐❡♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é❡ ❬✷❪✳ ❈❡❝✐ ❡st ❞û ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬éq✳ ✭✺✳✶✮ ❛ss✉r❡ q✉✬✐❧ ② ❛✐t✱ ❛✉
♠♦✐♥s✱ ✉♥ u(k)sk ❡♥tr❡ ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞✉ ❦♥♦t ✈❡❝t♦r✳
❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❚✉r♥❡r ❬✶❪✱ ❧❡s ❞❡❣rés s♦♥t ✜①és à pk = 2✱ k = 1, ..., N ✳ ■♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t✱
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ nk + 1✱ k = 1, ..., N s♦♥t ✜①és à nk = 2✳
❊♥s✉✐t❡✱ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ nk+1 ❡st ❛✉❣♠❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥
❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ k ❞♦♥t ❧❡ r❛t✐♦ s✉✐✈❛♥t ❡st ❧❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ✿
qk =
nk
rk
, k = 1, ..., N. ✭✺✳✷✮
▲❡ q✉♦t✐❡♥t qk r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞✉ ✧❝❤❛r❣❡♠❡♥t✧ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳
❉❡s ♣♦✐♥ts s♦♥t ❞♦♥❝ ❛❥♦✉tés ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ét❛♥t ❧❛ ♠♦✐♥s ✧❝❤❛r❣é❡✧✳
✺✳✷ Pr♦❜❧è♠❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ✿ ❈❤❛♠♣ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞✬✉♥❡ ♣❧❛q✉❡
♠✐♥❝❡ ❛✈❡❝ é♣❛✐ss❡✉r ❡t ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s
R
4 → R
✺✳✷✳✶ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
t❤❡r♠✐q✉❡✳ ▲❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧✐♠✐t❡s q✉✐ ❧✉✐ s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡s
s♦♥t ✐❧❧✉stré❡s s✉r ❧❛ ✜❣✳ ✺✳✶✳ ▲❛ ♣❧❛q✉❡ ❡st ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r Lx = 0.1♠ s❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ x✱ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r
Ly = 0.1♠ s❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ y ❡t ❞✬é♣❛✐ss❡✉r t ∈ [tmin, tmax]✱ ❛✈❡❝ tmin = 0.001♠ ❡t tmax = 0.01♠✳
❯♥ ✢✉① Φ0 = 100❲✴♠2 ❡st ❛♣♣❧✐q✉é ❡♥ x = 0 ❡t ❡♥ x = Lx t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡
❡st s♦✉♠✐s à ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❝♦♥✈❡❝t✐❢ ❛✈❡❝ ❧✬❛✐r ❛♠❜✐❛♥t✱ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ✐♥✜♥✐❡ T∞ = 298.15❑
❡t ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t h ∈ [hmin, hmax]✱ ❛✈❡❝ hmin = 5❲✴♠2 ❡t hmax = 100❲✴♠2✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✉
♠ét❛♠♦❞è❧❡ ❡st ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs
❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s t ❡t h✱ s♦✐t ✿
T = f(x, y, t, h). ✭✺✳✸✮
❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r t ❡t ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t h r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥
t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s x ❡t y r❡♣rés❡♥t❡♥t ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡✳ ▲❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts
✶✷✽

✭❛✮ ❋♦r♠❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ T ✭❜✮ ❈❤❛♠♣ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ T
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ✕ ❈❤❛♠♣ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ é♣❛✐ss❡✉r t = 0.001♠ ❡t ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❞❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ h = 5❲✴♠2
u(2)s2 =
ys2 −
−Ly
2
Ly
2
− −Ly
2
, ys2 ∈
[−Ly
2
,
Ly
2
]
✭✺✳✻✮
u(3)s3 =
ts3 − tmin
tmax − tmin , ts3 ∈ [tmin, tmax] , ✭✺✳✼✮
u(4)s4 =
hs4 − hmin
hmax − hmin , hs4 ∈ [hmin, hmax] . ✭✺✳✽✮
▲❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ét❛♥t str✉❝t✉ré ❡t ♦r❞♦♥♥é✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡
♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s rk + 1 ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ k = 1, ..., 4 ❡t ❞♦♥❝ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣❛r ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✭✐✳❡✳ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡s
❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❡st r❛♠❡♥é à ✉♥❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ◆❯❘❇❙✮✳ ▲✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙
♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ H(u) : R4 → R✳ ▲❡s
❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s s❛♥s ❞✐♠❡♥s✐♦♥ u(k) s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
u(1) =
x− −Lx
2
Lx
2
− −Lx
2
, x ∈
[−Lx
2
,
Lx
2
]
, ✭✺✳✾✮
u(2) =
y − −Ly
2
Ly
2
− −Ly
2
, y ∈
[−Ly
2
,
Ly
2
]
, ✭✺✳✶✵✮
u(3) =
t− tmin
tmax − tmin , t ∈ [tmin, tmax] , ✭✺✳✶✶✮
u(4) =
h− hmin
hmax − hmin , h ∈ [hmin, hmax] . ✭✺✳✶✷✮
✶✸✵
✺✳✷✳✷ ▼ét❛♠♦❞è❧❡ ❣é♥éré ♣❛r ❍❊❘❖
▲✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ ❡st ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❍❊❘❖✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s
❧✬❛✈♦♥s ❡①♣❧✐q✉é ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❞❡✉① ❈◆▲PPs ❞✐✛ér❡♥ts s♦♥t tr❛✐tés ♣❡♥❞❛♥t ❧✬♦♣t✐♠✐s❛✲
t✐♦♥✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❧❡ ❈◆▲PP tr❛✐té ♣❛r ❊❘❆❙▼❯❙ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
minxI φ(xI) = a×
1
4
∑4
k=1
nk
rk
+ (1− a)× 1
4
∑4
k=1
pk
pmaxk
, a = 0.5,
s✉❥❡t à ✿

ǫ
(max)
T (xI) ≤ ǫ(max)max ,
ǫ
(moy)
T (xI) ≤ ǫ(moy)max ,
0 < U
(k)
lk
< 1, lk = pk + 1, ...,mk − pk + 1, k = 1, ..., 4,
U
(k)
lk
≤ U (k)lk+1, lk = pk + 1, ...,mk − pk, k = 1, ..., 4,
nk − pk ≥ 0, k = 1, ..., 4,
nCP ≤ nTP ,
✭✺✳✶✸✮
♦ù xI ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ❧❡s 4 ❞❡❣rés pk✱ ❧❡s 4 t❛✐❧❧❡s ❞❡s
❦♥♦t ✈❡❝t♦rs mk+1 ❡t ❧❡smk−2pk−1 ✈❛❧❡✉rs ♥♦♥ ♣ré❞é✜♥✐❡s ❞❡s ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs✳ ▲✬❡rr❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ǫ(max)T ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
ǫ
(max)
T = max
us1,s2,s3,s4
( |H(us1,s2,s3,s4)− T (xs1 , ys2 , ts3 , hs4)|
Tmax − Tmin
)
, ✭✺✳✶✹✮
♦ù us1,s2,s3,s4 =
(
u
(1)
s1 , u
(2)
s2 , u
(3)
s3 , u
(4)
s4
)
r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s❛♥s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✉ ♣♦✐♥t ❝✐❜❧❡
T (xs1 , ys2 , ts3 , hs4)✱ sk = 0, ..., rk✱ k = 1, ..., 4✱ Tmax ❡st ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ Tmin ❡st ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ s✉r ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ▲✬❡rr❡✉r ♠♦②❡♥♥❡
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ q✉❛♥t à ❡❧❧❡✱ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
ǫ
(moy)
T =
1
nTP
r1∑
s1=0
r2∑
s2=0
r3∑
s3=0
r4∑
s4=0
|H(us1,s2,s3,s4)− T (xs1 , ys2 , ts3 , hs4)|
Tmax − Tmin , ✭✺✳✶✺✮
❛✈❡❝ nTP ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s✳ ▲❡s ❡rr❡✉rs ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡t ♠♦②❡♥♥❡ ét❛♥t ❢♦r♠✉❧é❡s ♣❛r ❧✬éq✳
✭✺✳✶✹✮ ❡t ❧✬éq✳ ✭✺✳✶✺✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❡s s❡✉✐❧s ❞✬❡rr❡✉rs ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡t ♠♦②❡♥♥❡ ♦♥t été ✜①és à
ǫ
(max)
max = 2e−3 ❡t ǫ
(moy)
max = 1e−4 r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❞✬❊❘❆❙▼❯❙ ♣♦✉r
tr❛✐t❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❡st ❞♦♥♥é❡ à ❧❛ ✜❣✳ ✺✳✸✳ ❊❧❧❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡
❞✬✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞✱ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❞❡❣rés p1✱ p2✱ p3✱ p4 ❡t ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s ❞❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s s❡❝t✐♦♥s ♠♦❞✉❧❛✐r❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ q✉❛tr❡ s❡❝t✐♦♥s ♠♦❞✉❧❛✐r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ❝♦♥t❡♥❛♥t
❧❡s ✈❛❧❡✉rs ✐♥t❡r♥❡s ❞❡s ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs U(1)✱ U(2)✱ U(3) ❡t U(4)✳
▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ❣é♥ét✐q✉❡s ❞✬❊❘❆❙▼❯❙ s♦♥t ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ♣♦✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✿
✶✳ P❧✉s✐❡✉rs ❝❛❧❝✉❧s ♦♥t été ré❛❧✐sés ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦✉♣❧❡s ❞❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❡t ♥♦♠❜r❡
❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉s (npop, nind) = (2, 120); (10, 100)✳
✶✸✶

✶✻✳ ▲❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❣è♥❡s ❞❡s ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♠♦❞✉❧❛✐r❡s s♦♥t✱ q✉❡❧❧❡
q✉❡ s♦✐t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ✭✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦✉ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✮✱ nmodkgene = 1✱ k = 1, ..., 4✳
✶✼✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡st nvar = 2✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ■❧ s✬❛❣✐t
❞❡s ❞❡❣rés pk ❡t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ✐♥t❡r♥❡s ❞❡s ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs ✿
✖ ❉❡❣ré ✿
• ◆♦♠ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✿ ❞❡❣ré
• ◆❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✿ ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞✐s❝rét✐sé❡✳
• ▲❛ ❧✐♠✐t❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✿ pmink = 1✳
• ▲❛ ❧✐♠✐t❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✿ pmaxk = 7✳ ❈❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❡st ✈♦❧♦♥t❛✐r❡♠❡♥t
❝❤♦✐s✐❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t é❧❡✈é❡ ❛✜♥ ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✈✐s à
✈✐s ❞❡ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡❣rés✳
• ▲❡ ♣❛s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ✿ ✶
✖ ❱❛❧❡✉r ❞❡ ♥÷✉❞ ✿
• ◆♦♠ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✿ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ♥÷✉❞
• ◆❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✿ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✭❡①t❡♥❞❡❞✮✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡st
ré❛❧✐sé❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ❊❘❆❙▼❯❙ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ♠❛❝❤✐♥❡
✭✐✳❡✳ ♣❛s ❞❡ ♣❛s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ à ✜①❡r✮✳
• ▲❛ ❧✐♠✐t❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✿ 0 + ǫ ❛✈❡❝ ǫ = 0.0001✳
• ▲❛ ❧✐♠✐t❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✿ 1− ǫ✳
❆♣rès q✉✬❊❘❆❙▼❯❙ ❛✐t ❛tt❡✐♥t s♦♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ q✉✬✐❧ r❡♥✈♦✐❡ s❡rt ❞❡ ♣♦✐♥t ❞❡
❞é♣❛rt ♣♦✉r ❧❡ ❈◆▲PP s✉✐✈❛♥t ✿
minxII ψ
(30)(xII) =
[∑r1
s1=0
· · ·∑r4s4=0 (HxII(us1,s2,s3,s4)− T (xs1 , ys2 , ts3 , hs4))30](
1
30
)
[∑r1
s1=0
· · ·∑r4s4=0 (H0(us1,s2,s3,s4)− T (xs1 , ys2 , ts3 , hs4))30](
1
30
)
,
s✉❥❡t à ✿

0 < U
(k)
lk
< 1, lk = pk + 1, ...,mk − pk + 1, k = 1, ..., 4,
U
(k)
lk
≤ U (k)lk+1, lk = pk + 1, ...,mk − pk, k = 1, ..., 4,
ωi1,...,i4 ≥ 0, ik = 0, ..., nk,
✭✺✳✶✻✮
♦ù HxII ❡st ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ xII t❛♥❞✐s
q✉❡ H0 ❡st ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ x
(0)
II ❢♦✉r♥✐
♣❛r ❊❘❆❙▼❯❙✳ ▲❡ ✈❡❝t❡✉r xII r❡❣r♦✉♣❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
xII =
(
U
(1)
p1+1
, · · · , U (1)m1−p1+1, · · · , U
(4)
p4+1
, · · · , U (4)m4−p4+1,Ω
)
. ✭✺✳✶✼✮
P♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s r❡♥✈♦②é❡s ♣❛r ❊❘❆❙▼❯❙✱ ✐❧ s✬❡st ❛✈éré q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐❞s
♥✬ét❛✐t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❝❡ ❝❛s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ Ω = ∅✮✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❡ ❈◆▲PP ✭✺✳✶✻✮ ❡st
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t tr❛✐té ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳
✶✸✸
❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❊❘❆❙▼❯❙✱ ❝❡rt❛✐♥s ❝r✐tèr❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✜①és ❞❛♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❢♠✐♥❝♦♥ ❞❡
▼❆❚▲❆❇✳ ❈❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t✱ ♣♦✉r ❝❡ ❝❛s✱ ✜①és ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
• ▲❡ t②♣❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ✉t✐❧✐sé ❡st ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❆❙ ✭❆❝t✐✈❡ ❙❡t✮ ♣♦✉r s❛ r♦❜✉st❡ss❡
❡t s♦♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳
• ▲❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✿
✖ ◆♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ✿ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣❛r
❞é❢❛✉t q✉✐ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ♥✬❡st s♦✉✈❡♥t ❛tt❡✐♥t❡ q✉✬❡♥ ❝❛s ❞❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✳
✖ ◆♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ✿ Kmax✳ ❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✬é✈❛✲
❧✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣❛r ❞é❢❛✉t ❡st r❛r❡♠❡♥t ❛tt❡✐♥t❡ ❧♦rsq✉❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ♣❛r ❞é❢❛✉t ❞❡ Kmax = 400 ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♥s❡r✈é❡✳
✖ ❋❛✐❜❧❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ✿ σf ✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢
ét❛♥t s❛♥s ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣❛r ❞é❢❛✉t ❛ttr✐❜✉é❡ ♣❛r ▼❆❚▲❆❇ ❞❡ σf = 10−6 ♣❡✉t
êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡✳
✖ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✿ σx✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ✐♥t❡r♥❡s
❞❡s ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs ét❛♥t s❛♥s ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r σx = 10−6 ❛ttr✐❜✉é❡ ♣❛r ❞é❢❛✉t ❞❡
▼❆❚❇▲❆❇ ❡st ✉t✐❧✐sé❡✳
✖ ◆♦r♠❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ✵ ✿ σ∇✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ét❛♥t s❛♥s ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣❛r ❞é❢❛✉t
❞❡ σ∇ = 10−6 ❡st ✉t✐❧✐sé❡✳
• ▲❡ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ❞❡ ❞é♣❛ss❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
ét❛♥t s❛♥s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✜①é❡ ♣❛r ❞é❢❛✉t ❞❡ 10−6 ❡st ✉t✐❧✐sé❡✳
▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶ ❢♦✉r♥✐t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❇✲❙♣❧✐♥❡ ♣❛r
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❍❊❘❖ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞é✜♥✐s✳ ❉❡✉① ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦✉♣❧❡s ❞❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❡t ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉s ♦♥t été ✉t✐❧✐sés ♣❛r ❍❊❘❖✳ ❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉✬❛✉❣♠❡♥✲
t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r s♦❧✉t✐♦♥✳ ❈❡❧❛
s✬❡st ❛✈éré ré❝✉rr❡♥t ❞❛♥s t♦✉s ♥♦s ❡ss❛✐s ❡t ♥♦✉s ❝♦♥s❡✐❧❧♦♥s✱ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❞✬✉t✐❧✐s❡r s❡✉❧❡♠❡♥t
❞❡✉① ♦✉ tr♦✐s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ✭❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s♣é❝✐✜q✉❡ ❞❡s ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ◆❯❘❇❙✮✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶
❢♦✉r♥✐t ❧❡s ❡rr❡✉rs ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡t ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❍❊❘❖ ✭✐✳❡✳ ❧❡s
❡rr❡✉rs ❡♥ s♦rt✐❡ ❞✬❊❘❆❙▼❯❙ ❡t ❡♥ s♦rt✐❡ ❞❡ ❢♠✐♥❝♦♥✮✳ P♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❝♦✉♣❧❡s (npop, nind)✱ ♦♥
♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡s s❡✉✐❧s ✜①és ♦♥t été r❡s♣❡❝tés✳ ❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡ ♣♦✐♥ts ❞❡
❞é♣❛rt ❞❡ ❢♠✐♥❝♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (npop, nind) = (10, 100) ét❛✐t très ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧
♣✉✐sq✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥✬❛ q✉❛s✐♠❡♥t ♣❛s é✈♦❧✉é❡ ✭✐✳❡✳ ❞❡✉① ❝❤✐✛r❡s s✐❣♥✐✜❝❛✲
t✐❢s ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s✮✳ ▲✬❡rr❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❛✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ét❛✐t ❛♠é❧✐♦ré❡✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡
(npop, nind) = (2, 120) r❡✢èt❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à
❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ y✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛✛❡❝tés ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ét❛♥t
très ❢❛✐❜❧❡ ❡t ❧❡ ❞❡❣ré ♦❜t❡♥✉ ét❛♥t ❧❡ ❞❡❣ré ♠✐♥✐♠❛❧ ✭✐✳❡✳ p2 = 1✮✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t
♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶ ❛✜♥ ❞✬êtr❡ ❝♦♠♣❛rés à ❝❡✉① ❞❡ ❍❊❘❖✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡ ♥é❝❡ss✐t❡
✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt✱ ❧✬❡rr❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ǫ(max)max ✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❝❡ s❡✉✐❧ ❛ été ✜①é à
ǫ
(max)
max = 1e−3✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❛rr♦♥❞✐ s✉♣ér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r s♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❍❊❘❖
✶✸✹
❱❛r✐❛❜❧❡ x y t h ◆♦♠❜r❡
t♦t❛❧ ❞❡
♣♦✐♥ts
❊rr❡✉r
♠❛①✐♠❛❧❡
✭❚Ps✮
❊rr❡✉r
♠♦②❡♥♥❡
✭❚Ps✮
rk + 1 ✭❚Ps✮ ✶✵✶ ✶✵✶ ✷✶ ✷✶ 4 498 641 ǫmaxT ǫ
moy
T
▼ét❤♦❞❡
✐tér❛t✐✈❡
pk ✷ ✷ ✷ ✷ 1 025 100
9.26e−4 6.03e−6
nk ✻✼ ✻✻ ✶✹ ✶✹ 1.87e−5
✭❢♠✐♥❝♦♥✮
1.41e−6
✭❢♠✐♥❝♦♥✮
❍❊❘❖
✭npop = 2✱
nind = 120✱
ngen = 100✮
pk ✹ ✶ ✸ ✹ 12 480
1.30e−3
✭❊❘❆❙▼❯❙✮
6.06e−5
✭❊❘❆❙▼❯❙✮
nk ✺✶ ✹ ✺ ✼ 8.25e−4
✭❢♠✐♥❝♦♥✮
1.24e−5
✭❢♠✐♥❝♦♥✮
❍❊❘❖
✭npop = 10✱
nind = 100✱
ngen = 100✮
pk ✹ ✶ ✹ ✸ 27 840
1.50e−3
✭❊❘❆❙▼❯❙✮
7.34e−5
✭❊❘❆❙▼❯❙✮
nk ✷✽ ✶✾ ✺ ✼ 1.50e−3
✭❢♠✐♥❝♦♥✮
2.04e−5
✭❢♠✐♥❝♦♥✮
❚❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ❇✲❙♣❧✐♥❡s ♦❜t❡♥✉❡s
♣❛r ❍❊❘❖ ❡t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ❈◆▲PPs ✭✺✳✶✸✮ ❡t
✭✺✳✶✻✮
✭✐✳❡✳ (npop,ind ) = (2, 120)✮✳ P♦✉r ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ s❡✉✐❧✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐tér❛t✐✈❡ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ré❞✉✐r❡
❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r s✉♣ér✐❡✉r à 4✱ ♣❛ss❛♥t ❞❡ 4 498 641 ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s à
1 010 025 ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ❝♦♥st❛t❡r ♣♦✉r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r s♦❧✉t✐♦♥
❞❡ ❍❊❘❖ ✭✐✳❡✳ ❝♦✉♣❧❡ (npop, nind) = (2, 120)✱ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛ été
ré❞✉✐t❡ ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r s✉♣ér✐❡✉r à ✸✻✵✱ ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ 12 480✱ ♠❛✐s
❧✬❡rr❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡✳ ■❧
❡st à ♥♦t❡r✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡ ❡st ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❞✬✉♥ ♦r❞r❡
❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❍❊❘❖✳ ❈❡❝✐ ❡st ❞û ❛✉ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡
✉t✐❧✐sé✳ ▲✬❡rr❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❍❊❘❖ ❡st✱ t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡✱ ✐♥❢ér✐❡✉r❡
❞✬✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r à ❧✬❡rr❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✱ ❡t r❡s♣❡❝t❡ ❧❡ s❡✉✐❧
ǫ
(moy)
max = 1e−4 ✜①é ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t✳ ❆✜♥ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡ ❡st ❧♦✐♥ ❞✬êtr❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr❛✐té ❧❡ ❈◆▲PP ✭✺✳✶✻✮ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s
♣❛r❛♠ètr❡s q✉❡ ❝❡✉① ❞é✜♥✐s ♣♦✉r ❍❊❘❖✱ ♠❛✐s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡
❝♦♠♠❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❞é♣❛rt✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ✐♥t❡r♥❡s ❞❡s ❦♥♦t
✈❡❝t♦rs ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣❛❣♥❡r ♣❧✉s ❞✬✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r s✉r ❧✬❡rr❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
✭❧✬❡rr❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛ été ♠✉❧t✐♣❧✐é❡ ♣❛r ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ 0.02✮✳ ❈❡❧❛ ❡st ❞û ❛✉ ❢❛✐t
q✉❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡s s♦♥t ❞❡st✐♥é❡s à s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts
❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡t ♥♦♥ à ❡♥ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❛②❛♥t été é❧❛❜♦ré❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s
❡t s✉r❢❛❝❡s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ r❡♣rés❡♥t❡ r❛r❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✉♥❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥ ✐♥térêt✱ ♣♦✉r ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡
❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ à êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s✳
▲❡s ❡rr❡✉rs ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡t ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❡s s❡✉✐❧s ✜①és ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s
✶✸✺
❱❛r✐❛❜❧❡ x y t h ◆♦♠❜r❡
t♦t❛❧ ❞❡
♣♦✐♥ts
❊rr❡✉r
♠❛①✐♠❛❧❡
✭✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✮
❊rr❡✉r
♠♦②❡♥♥❡
✭✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✮
rk + 1 ✭✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✮ ✶✵✶ ✶✵✶ ✶✽ ✶✽ 3 305 124 ǫmaxT,val ǫ
moy
T,val
▼ét❤♦❞❡
✐tér❛t✐✈❡
pk ✷ ✷ ✷ ✷ 1 025 100
1.50e−3 3.05e−5
nk ✻✼ ✻✻ ✶✹ ✶✹ 1.25e−3
✭❢♠✐♥❝♦♥✮
2.72e−5
✭❢♠✐♥❝♦♥✮
❍❊❘❖
✭npop = 2✱
nind = 120✱
ngen = 100✮
pk ✹ ✶ ✸ ✹ 12 480
3.80e−3
✭❊❘❆❙▼❯❙✮
1.83e−4
✭❊❘❆❙▼❯❙✮
nk ✺✶ ✹ ✺ ✼ 1.70e−3
✭❢♠✐♥❝♦♥✮
3.45e−5
✭❢♠✐♥❝♦♥✮
❍❊❘❖
✭npop = 10✱
nind = 100✱
ngen = 100✮
pk ✹ ✶ ✹ ✸ 27 840
3.66e−3
✭❊❘❆❙▼❯❙✮
2.12e−4
✭❊❘❆❙▼❯❙✮
nk ✷✽ ✶✾ ✺ ✼ 2.89e−3
✭❢♠✐♥❝♦♥✮
6.00e−5
✭❢♠✐♥❝♦♥✮
❚❛❜❧❡❛✉ ✺✳✷ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡s ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ❇✲❙♣❧✐♥❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r
❍❊❘❖ ❡t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✬❛②❛♥t ♣❛s été ✉t✐❧✐sé
♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡
s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❍❊❘❖ ❞♦✐✈❡♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t êtr❡ ✈❛❧✐❞é❡s✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✷ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❡rr❡✉rs ♠❛①✐♠❛❧❡
❡t ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛ été ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧❛ ♠ê♠❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ q✉❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts
❝✐❜❧❡s✱ ♣♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ t ❡t h ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ❝♦♥st❛t❡r✱ t♦✉t❡s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s✱
♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❍❊❘❖ ♦✉ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡✱ r❡s♣❡❝t❡♥t ❧❡s s❡✉✐❧s ❞✬❡rr❡✉rs ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡t
♠♦②❡♥♥❡ ✜①és ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳ ▲❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡s
s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❊❘❆❙▼❯❙ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✷✱ ❛✜♥ ❞❡ ♠❡ttr❡
❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡✱ ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♠✐♥❝♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s ♣r♦♣♦sé❡s✱ ♦♥
r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛ ♣❡r♠✐s✱ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t
❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧✬❡rr❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬❡rr❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡t
❞♦♥❝ ❧❛ q✉❛❧✐té ✧❣❧♦❜❛❧❡✧ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ T (x, y, t, h)✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts
❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧❡s ❡rr❡✉rs ♠❛①✐♠❛❧❡s ❡t ♠♦②❡♥♥❡s s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
♣♦✐♥ts ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ s♦♥t très ♣r♦❝❤❡s ❛✈❡❝ ♦✉ s❛♥s ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❢♠✐♥❝♦♥✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡
é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡ s♦♥t ❞✉ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r
q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❍❊❘❖ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡st ✽✷ ❢♦✐s ♣❧✉s é❧❡✈é ♣♦✉r ❧❡
❝♦✉♣❧❡ (npop, nind) = (2, 120) ❡t ✸✻ ❢♦✐s ♣♦✉r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (npop, nind) = (10, 100)✳
▲❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ét❛♥t str✉❝t✉ré✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
♣❛r ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❍❊❘❖✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s t♦✉t❡❢♦✐s ❝♦♠♣❛ré ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❡♥tr❡
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣❛r ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❤②❜r✐❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts
❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s✱ ✐❝✐✱ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✶ ❡t ✷ ✭✐✳❡✳ L = 2✮✱
❧✐é❡s à x ❡t y r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❡t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣❛r ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✸
❡t ✹✱ ❧✐é❡s à t ❡t h r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❈❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à tr❛✐t❡r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
✶✸✻
✭❛✮ ➱❝❛rt r❡❧❛t✐❢ ❞✬❡rr❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❜✮ ➱❝❛rt r❡❧❛t✐❢ ❞✬❡rr❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ ✕ ❉✐✛ér❡♥❝❡s r❡❧❛t✐✈❡s s✉r ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
♣❛r ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❬✷❪ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❤②❜r✐❞❡ ✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✮ ❛✈❡❝ L = 2
♥✉♠ér✐q✉❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡s ❛✉tr❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♠ê♠❡ s✬✐❧ ❡st str✉❝t✉ré ❞❛♥s
♥♦tr❡ ❝❛s✱ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✬❡rr❡✉rs ♦♥t été ♦❜t❡♥✉❡s
à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡✱ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧é ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s
❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s✳ ▲❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt ♥✬❛✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r q✉❡ ❧❡s ❡rr❡✉rs ❝❛❧❝✉❧é❡s ❛✈❡❝ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣❛r ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts à ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❍❊❘❖✳ ▲❡s
❡rr❡✉rs s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ r❡❧❛t✐❢ ❧✬✉♥❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛✉tr❡ ❡t s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡
s✉✐t ✿
∆
(max)
nb/hyb =
ǫmaxT,nb − ǫmaxT,hyb
ǫmaxT,nb + ǫ
max
T,hyb
,
∆
(moy)
nb/hyb =
ǫmoyT,nb − ǫmoyT,hyb
ǫmoyT,nb + ǫ
moy
T,hyb
,
✭✺✳✶✽✮
❛✈❡❝ ǫmaxT,nb ❡t ǫ
moy
T,nb ❧❡s ❡rr❡✉rs ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡t ♠♦②❡♥♥❡ ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❞✉
◆❯❘❇❙ ❇❖❖❑ ❬✷❪✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ǫmaxT,hyb ❡t ǫ
moy
T,hyb ❧❡s ❡rr❡✉rs ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡t ♠♦②❡♥♥❡ ♦❜t❡♥✉❡s
♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❤②❜r✐❞❡ ✭L = 2✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ∆(max)nb/hyb ❧✬é❝❛rt r❡❧❛t✐❢ s✉r ❧✬❡rr❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡t ∆(moy)nb/hyb ❧✬é❝❛rt r❡❧❛t✐❢ s✉r ❧✬❡rr❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s✳ ▲❛
✜❣✳ ✺✳✹ ♠♦♥tr❡ ❝❡s é❝❛rts✳ ■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣❛r ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡st t♦✉❥♦✉rs ✐♥❢ér✐❡✉r à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❤②❜r✐❞❡✳ ❈❡t é❝❛rt ♥✬❡①❝è❞❡
❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s 3%✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❡rr❡✉r ♠♦②❡♥♥❡✱ ❝✬❡st ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❤②❜r✐❞❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r
❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts✳ ❈❡tt❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡st très ♥♦t❛❜❧❡ ♣♦✉r ❞❡ ❢❛✐❜❧❡s ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡
❝♦♥trô❧❡ ✭é❝❛rt s✉♣ér✐❡✉r à ✸✵✪✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❛♣rès ✷✵ ✐tér❛t✐♦♥s✱ ❧✬é❝❛rt ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r à ✺✪ ❡t
❛♣rès ✺✵ ✐tér❛t✐♦♥s✱ ❝❡t é❝❛rt ♥✬❡①❝è❞❡ ♣❛s ✵✳✷✪✳ ▲❡s é❝❛rts ét❛♥t très ❢❛✐❜❧❡s ✭♣♦✉r ✉♥ ✧♥♦♠❜r❡
❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡✧ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✮✱ ♥♦✉s ❝♦♥s❡✐❧❧♦♥s✱ ❧♦rsq✉❡ ❝✬❡st ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣❛r ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ à ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ é❧❡✈é✱ ❧✬é❝❛rt
s✉r ❧❡s ❡rr❡✉rs ❡st ❢❛✐❜❧❡ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❡st très ❞✐✛ér❡♥t✳ ❈❡s
t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s♦♥t ♣rés❡♥tés à ❧❛ ✜❣✳ ✺✳✺✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ✈♦✐r✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ é✈♦❧✉❡ très
♣❡✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣❛r ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡t r❡st❡ ❢❛✐❜❧❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡
❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❤②❜r✐❞❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳
✶✸✼
❋✐❣✉r❡ ✺✳✺ ✕ ❚❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ér❛❧✐sé
❞❡ ❬✷❪ ✭❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣❛r ❞✐♠❡♥s✐♦♥✮ ❡t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❤②❜r✐❞❡ ❛✈❡❝ L = 2
❈❡❧❛ ❡st ❞û ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ (NTN)✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❤②❜r✐❞❡✱ ❡st ❧✐é❡
❛✉ ♣r♦❞✉✐t (n1 + 1) × (n2 + 1)✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s N1 ❡t N2 s♦♥t ❧✐é❡s à n1 + 1 ❡t n2 + 1✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣❛r ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳
✺✳✸ Pr♦❜❧è♠❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ✿ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♣❧❛q✉❡
♠✐♥❝❡ ❛✈❡❝ é♣❛✐ss❡✉r ❡t ♥♦r♠❡ ❞❡ ❧✬❡✛♦rt ❛♣♣❧✐q✉é ✈❛r✐❛❜❧❡s
R
4 → R2
✺✳✸✳✶ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
◆♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡✱ ✐❝✐✱ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡✳ ❖♥
s♦✉❤❛✐t❡ ❛♣♣r♦①✐♠❡r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ❞♦♥t ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❡t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❧✐♠✐t❡s q✉✐ ❧✉✐ s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡s s♦♥t ✐❧❧✉stré❡s s✉r ❧❛ ✜❣✳ ✺✳✻✳ ▲❛ ♣❧❛q✉❡ ❡st r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡✱ ❞❡
❧♦♥❣✉❡✉r Lx = 0.2♠ s❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ x✱ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r Ly = 0.1♠ s❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ y ❡t ❞✬é♣❛✐ss❡✉r t ∈
[tmin, tmax]✱ ❛✈❡❝ tmin = 0.001♠ ❡t tmax = 0.01♠✳ ❯♥ ❡✛♦rt ❞✐r✐❣é s❡❧♦♥ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♥é❣❛t✐✈❡ ❞❡
❧✬❛①❡ y ❞❡ ♥♦r♠❡ F ∈ [Fmin, Fmax]✱ ❛✈❡❝ Fmin = 50◆ ❡t Fmax = 200◆✱ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉ ♣♦✐♥t
(x, y) = (
Lx
2
, 0) t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ❡st ❡♥❝❛stré❡ ❡♥ x =
−Lx
2
✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ❡st
❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
t ❡t F ✱ s♦✐t ✿
ux = fx(x, y, t, F ),
uy = fy(x, y, t, F ),
θz = fz(x, y, t, F ),
✭✺✳✶✾✮
♦ù ux ❡t uy s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ s❡❧♦♥ ❧❡s ❛①❡s x ❡t y✱
t❛♥❞✐s q✉❡ θz ❡st ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧✬❛①❡ z✳
✶✸✽

à q✉❛tr❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s Q✱ ❛✈❡❝
Qs1,s2,s3,s4 = (ux(xs1 , ys2 , ts3 , Fs4), uy(xs1 , ys2 , ts3 , Fs4)) , sk = 0, ..., rk. ✭✺✳✷✵✮
▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s u(k)sk s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
u(1)s1 =
xs1 −
−Lx
2
Lx
2
− −Lx
2
, xs1 ∈
[−Lx
2
,
Lx
2
]
, ✭✺✳✷✶✮
u(2)s2 =
ys2 −
−Ly
2
Ly
2
− −Ly
2
, ys2 ∈
[−Ly
2
,
Ly
2
]
, ✭✺✳✷✷✮
u(3)s3 =
ts3 − tmin
tmax − tmin , ts3 ∈ [tmin, tmax] , ✭✺✳✷✸✮
u(4)s4 =
Fs4 − Fmin
Fmax − Fmin , Fs4 ∈ [Fmin, Fmax] . ✭✺✳✷✹✮
▲❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ét❛♥t str✉❝t✉ré ❡t ♦r❞♦♥♥é ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s é❣❛❧❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡
❞é✜♥✐r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s rk + 1 ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ k = 1, ..., 4 ❡t ❞♦♥❝ ❞✬✉t✐❧✐s❡r
❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣❛r ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ♣♦✉r ❧❛ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡
❝♦♥trô❧❡✳ ▲❛ ✜❣✳ ✺✳✼✱ q✉✐ ♣rés❡♥t❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ à t ❡t F ✜①és✱ ♣❡r♠❡t ❞❡
r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s ré♣❛rt✐ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❡①t❡r♥❡s s♦♥t ♠❛✐❧❧é❡s ♣❧✉s ✧✜♥❡♠❡♥t✧ q✉❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡✳ ❈❡❧❛
♣❡r♠❡t ❞✬✐♥s✐st❡r s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts
❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣❛r ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ♦r❞♦♥♥és ♠❛✐s q✉✬✐❧
♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉✬✐❧s s♦✐❡♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ré♣❛rt✐s✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡ ❞❡ ❣é♥ér❡r ❞❡s
♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞✐✛ér❡♥t❡s s✉✐✈❛♥t ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✳
▲✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡st ✉♥❡ ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥ H(u) : R4 → R2✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s s❛♥s ❞✐♠❡♥s✐♦♥ u(k) s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡s
r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
u(1) =
x− −Lx
2
Lx
2
− −Lx
2
, x ∈
[−Lx
2
,
Lx
2
]
, ✭✺✳✷✺✮
u(2) =
y − −Ly
2
Ly
2
− −Ly
2
, y ∈
[−Ly
2
,
Ly
2
]
, ✭✺✳✷✻✮
u(3) =
t− tmin
tmax − tmin , t ∈ [tmin, tmax] , ✭✺✳✷✼✮
u(4) =
F − Fmin
Fmax − Fmin , F ∈ [Fmin, Fmax] . ✭✺✳✷✽✮
✶✹✵
✭❛✮ ❋♦r♠❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❛❧❝❡♠❡♥t ux ✭❜✮ ❈❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❛❧❝❡♠❡♥t ux
✭❝✮ ❋♦r♠❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❛❧❝❡♠❡♥t uy ✭❞✮ ❈❤❛♠♣ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t uy
✭❡✮ ❋♦r♠❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ θz ✭❢✮ ❈❤❛♠♣ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ θz
❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ ✕ ❈❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ é♣❛✐ss❡✉r t = 0.001♠ ❡t ✉♥❡ ♥♦r♠❡
❞❡ ❧✬❡✛♦rt ❛♣♣❧✐q✉é F = 10◆
✶✹✶
✺✳✸✳✷ ▼ét❛♠♦❞è❧❡ ❣é♥éré ♣❛r ❍❊❘❖
P♦✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❈◆▲PP✱ tr❛✐té ♣❛r ❊❘❆❙▼❯❙✱ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
s✉✐✈❛♥t❡ ✿
minxI φ(xI) = a×
1
4
∑4
k=1
nk
rk
+ (1− a)× 1
4
∑4
k=1
pk
pmaxk
, a = 0.5,
s✉❥❡t à ✿

ǫ
(max)
ux (xI) ≤ ǫ(max)ux,max,
ǫ
(max)
uy (xI) ≤ ǫ(max)uy ,max,
ǫ
(moy)
ux (xI) ≤ ǫ(moy)ux,max,
ǫ
(moy)
uy (xI) ≤ ǫ(moy)uy ,max,
0 < U
(k)
lk
< 1, lk = pk + 1, ...,mk − pk + 1, k = 1, ..., 4,
U
(k)
lk
≤ U (k)lk+1, lk = pk + 1, ...,mk − pk, k = 1, ..., 4,
nk − pk ≥ 0, k = 1, ..., 4,
nCP ≤ nTP ,
✭✺✳✷✾✮
♦ù xI ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ❧❡s 4 ❞❡❣rés pk✱ ❧❡s 4 t❛✐❧❧❡s ❞❡s
❦♥♦t ✈❡❝t♦rs mk + 1 ❡t ❧❡s mk − 2pk − 1 ✈❛❧❡✉rs ✐♥t❡r♥❡s ❞❡s ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs✳ ▲❡s ❡rr❡✉rs ♠❛①✐♠❛❧❡s
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ǫ(max)ux ❡t ǫ
(max)
uy s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✿
ǫ
(max)
ux = maxus1,s2,s3,s4
(
|H(1)(us1,s2,s3,s4)− ux(xs1 , ys2 , ts3 , Fs4)|
umaxx − uminx
)
,
ǫ
(max)
uy = maxus1,s2,s3,s4
(
|H(2)(us1,s2,s3,s4)− uy(xs1 , ys2 , ts3 , Fs4)|
umaxy − uminy
)
,
✭✺✳✸✵✮
♦ù us1,s2,s3,s4 =
(
u
(1)
s1 , u
(2)
s2 , u
(3)
s3 , u
(4)
s4
)
r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s❛♥s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✉ ♣♦✐♥t ❝✐❜❧❡
Qs1,s2,s3,s4 ✱ sk = 0, ..., rk✱ k = 1, ..., 4✱ u
max
x ❡t u
max
y s♦♥t ❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♠❛①✐♠✉♠s ❞❡ ux ❡t uy✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ uminx ❡t u
min
y s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s
❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♠✐♥✐♠✉♠s ❞❡ ux ❡t uy s✉r ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ▲❡s ❡rr❡✉rs ♠♦②❡♥♥❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱
q✉❛♥t à ❡❧❧❡s✱ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✿
ǫ
(moy)
ux =
1
nTP
∑r1
s1=0
· · ·∑r4s4=0 |H(1)(us1,s2,s3,s4)− ux(xs1 , ys2 , ts3 , Fs4)|umaxx − uminx ,
ǫ
(moy)
uy =
1
nTP
∑r1
s1=0
· · ·∑r4s4=0 |H(2)(us1,s2,s3,s4)− uy(xs1 , ys2 , ts3 , Fs4)|umaxy − uminy ,
✭✺✳✸✶✮
❛✈❡❝ nTP ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s✳ ▲❡s ❡rr❡✉rs ♠❛①✐♠❛❧❡s ❡t ♠♦②❡♥♥❡s ét❛♥t ❢♦r♠✉❧é❡s ♣❛r ❧✬éq✳
✭✺✳✸✵✮ ❡t ❧✬éq✳ ✭✺✳✸✶✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❡t ❞♦♥❝ s❛♥s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❧❡s s❡✉✐❧s ❞✬❡rr❡✉rs ♠❛①✐♠❛❧❡s ❡t
♠♦②❡♥♥❡s ♦♥t été ✜①és à ǫ(max)ux,max = ǫ
(max)
uy ,max = 5e
−3 ❡t ǫ(moy)ux,max = ǫ
(moy)
uy ,max = 5e
−4 r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳
✶✹✷
▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❞✬❊❘❆❙▼❯❙ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥✱ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t ❡t ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ✜❣✳ ✺✳✸✳ ■❧ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥❡
s❡❝t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞✱ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❞❡❣rés p1✱ p2✱ p3✱ p4✱ ❡t ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s ❞❡s ❞✐✛é✲
r❡♥t❡s s❡❝t✐♦♥s ♠♦❞✉❧❛✐r❡s✱ ❡t ❞❡ q✉❛tr❡ s❡❝t✐♦♥s ♠♦❞✉❧❛✐r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
✐♥t❡r♥❡s ❞❡s ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs U(1)✱ U(2)✱ U(3) ❡t U(4)✳
P♦✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ❣é♥ét✐q✉❡s ❞✬❊❘❆❙▼❯❙ s♦♥t ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
✶✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❛ été ✜①é à npop = 3
✷✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉s ❛ été ✜①é à nind = 100
✸✳ ▲❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s✱ ✜①é à ngen = 100 ♣♦✉r ❝❡ ❝❛s✳
✹✳ ▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝r♦✐s❡♠❡♥t ❡st ✜①é❡ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣❛r ❞é❢❛✉t pcross = 0.85✳
✺✳ ▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡s ❣è♥❡s ❡st ✜①é à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ pmut = 0.005✱ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥
❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ét❛♥t ❞é❥à ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❢❛✈♦r✐sé❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ✐♥t❡r♥❡s ❞❡s ❦♥♦t
✈❡❝t♦rs ♥❡ s♦✐❡♥t ♣❛s ♦r❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s✳
✻✳ ▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❡st ✜①é❡ à pshift = 0.5✳ ❈❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❛ ♣❡✉ ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡s
♠ê♠❡s r❛✐s♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥✳
✼✳ ▲❡ t②♣❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ r❡t❡♥✉ ❡st ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧❛ r♦✉❧❡tt❡✳
✽✳ ▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ✜t♥❡ss ♣r❡ss✉r❡ ❡st ✜①é à fpres = 1✱ ❛✜♥ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❜r✐❞❡r ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞✉
❞♦♠❛✐♥❡✳
✾✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬é❧✐t✐s♠❡ ❡st ❛❝t✐❢✳
✶✵✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥s ♣❡♥❞❛♥t ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s é✈♦❧✉❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐s♦❧é❡ ❧❡s
✉♥❡s ❞❡s ❛✉tr❡s ❡st ✜①é à Itime = 5✳
✶✶✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡st✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❈◆▲PP ✭✺✳✷✾✮✱ nconstr = 4✳
✶✷✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s ❡st ✈❛r✐❛❜❧❡✳
✶✸✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♠♦❞✉❧❛✐r❡s ❡st é❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs✱ s♦✐t nmodular = 4✳
✶✹✳ ▲❡s ♥♦♠❜r❡s ♠✐♥✐♠✉♠s ❡t ♠❛①✐♠✉♠s ❞❡ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s s♦♥t ✜①és à nmodkchrom,min = 0 ❡t
nmodkchrom,max = rk ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ✭✐✳❡✳ k = 1, ..., 4✮✳
✶✺✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡s ✐♥❞✐✲
✈✐❞✉s ❡st t♦✉❥♦✉rs nstdchrom = 1✳
✶✻✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣è♥❡s ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ st❛♥❞❛r❞ ❡st é❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞❡❣rés à ✜①❡r✱ s♦✐t nstdgene = 4✳
✶✼✳ ▲❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❣è♥❡s ❞❡s ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♠♦❞✉❧❛✐r❡s s♦♥t✱ q✉❡❧❧❡
q✉❡ s♦✐t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ✭✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦✉ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✮✱ nmodkgene = 1✱ k = 1, ..., 4✳
✶✽✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡st nvar = 2✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ■❧ s✬❛❣✐t
❞❡s ❞❡❣rés pk ❡t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ✐♥t❡r♥❡s ❞❡s ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs ✿
✖ ❉❡❣ré ✿
• ◆♦♠ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✿ ❞❡❣ré
• ◆❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✿ ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞✐s❝rét✐sé❡✳
✶✹✸
• ▲❛ ❧✐♠✐t❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✿ ▲❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡✈❛♥t êtr❡ ❞ér✐✈é
♣❛r r❛♣♣♦rt à x ❡t y✱ ❧✐és à u1 ❡t u2✱ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t
❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ ❧❡s ❞❡❣rés ♠✐♥✐♠✉♠s s♦♥t ✜①és à pmin1 = 2 ❡t p
min
2 = 2 ❞❛♥s ❝❡s
❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ▲❡s ❞❡❣rés ♠✐♥✐♠✉♠s ❞❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s s♦♥t ✜①és à pmink = 1✱
k = 3, 4✳
• ▲❛ ❧✐♠✐t❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✿ pmaxk = 7✳
• ▲❡ ♣❛s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ✿ ✶
✖ ❱❛❧❡✉r ❞❡ ♥÷✉❞ ✿
• ◆♦♠ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✿ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ♥÷✉❞
• ◆❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✿ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✭❡①t❡♥❞❡❞✮✳
• ▲❛ ❧✐♠✐t❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✿ 0 + ǫ ❛✈❡❝ ǫ = 0.0001✳
• ▲❛ ❧✐♠✐t❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✿ 1− ǫ✳
❆♣rès q✉✬❊❘❆❙▼❯❙ ❛✐t ❛tt❡✐♥t s♦♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ q✉✬✐❧ r❡♥✈♦✐❡ s❡rt ❞❡ ♣♦✐♥t ❞❡
❞é♣❛rt ♣♦✉r ❧❡ ❈◆▲PP s✉✐✈❛♥t ✿
minxII ψ
(30)(xII) =
1
2


[∑r1
s1=0
· · ·∑r4s4=0 (H(1)xII (us1,s2,s3,s4)− ux(xs1 , ys2 , ts3 , Fs4))30
]( 1
30
)
[∑r1
s1=0
· · ·∑r4s4=0 (H(1)0 (us1,s2,s3,s4)− ux(xs1 , ys2 , ts3 , Fs4))30
]( 1
30
)
+
[∑r1
s1=0
· · ·∑r4s4=0 (H(2)xII (us1,s2,s3,s4)− uy(xs1 , ys2 , ts3 , Fs4))30
]( 1
30
)
[∑r1
s1=0
· · ·∑r4s4=0 (H(2)0 (us1,s2,s3,s4)− uy(xs1 , ys2 , ts3 , Fs4))30
]( 1
30
)

 ,
s✉❥❡t à ✿

0 < U
(k)
lk
< 1, lk = pk + 1, ...,mk − pk + 1, k = 1, ..., 4,
U
(k)
lk
≤ U (k)lk+1, lk = pk + 1, ...,mk − pk, k = 1, ..., 4,
ωi1,...,i4 ≥ 0, ik = 0, ..., nk,
✭✺✳✸✷✮
♦ù HxII =
(
H
(1)
xII , H
(2)
xII
)
❡st ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐✲
♠✐s❛t✐♦♥ xII t❛♥❞✐s q✉❡ H0 =
(
H
(1)
0 , H
(2)
0
)
❡st ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r
❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ x(0)II ❢♦✉r♥✐ ♣❛r ❊❘❆❙▼❯❙✳ ▲❡ ✈❡❝t❡✉r xII r❡❣r♦✉♣❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
xII =
(
U
(1)
p1+1
, · · · , U (1)m1−p1+1, · · · , U
(4)
p4+1
, · · · , U (4)m4−p4+1,Ω
)
. ✭✺✳✸✸✮
✶✹✹
❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✱ t♦✉t❡s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s r❡♥✈♦②é❡s ♣❛r ❊❘❆❙▼❯❙ r❡s♣❡❝t❛✐❡♥t
❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬❡rr❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡t ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐❞s ♥✬ét❛✐t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r
❝❡ ❝❛s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ Ω = ∅✮✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❡ ❈◆▲PP ✭✺✳✸✷✮ ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t tr❛✐té ♣❛r ✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❢♠✐♥❝♦♥ ♣♦✉r tr❛✐té ❧❡ ❈◆▲PP ✭✺✳✸✷✮ s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s
q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳
❱❛r✐❛❜❧❡ x y t F ◆♦♠❜r❡
t♦t❛❧ ❞❡
♣♦✐♥ts
❊rr❡✉rs
♠❛①✐♠❛❧❡s ✭❚Ps✮
❊rr❡✉rs ♠♦②❡♥♥❡s
✭❚Ps✮
rk + 1 ✭❚Ps✮ ✶✷✻ ✸✵ ✷✶ ✷✶ 1 666 980 ǫmaxux ǫ
max
uy ǫ
moy
ux ǫ
moy
uy
▼ét❤♦❞❡
✐tér❛t✐✈❡
pk ✷ ✷ ✷ ✷ 1 062 423
2.36e−3 2.05e−3 4.04e−5 6.91e−5
nk ✶✵✽ ✷✻ ✶✽ ✶✽ 5.24e−4
✭❢♠✐♥✲
❝♦♥✮
8.46e−4
✭❢♠✐♥✲
❝♦♥✮
1.95e−5
✭❢♠✐♥✲
❝♦♥✮
4.25e−5
✭❢♠✐♥✲
❝♦♥✮
❍❊❘❖
pk ✹ ✹ ✶ ✶ 43 500
4.11e−3
✭❊❘❆❙✲
▼❯❙✮
3.20e−3
✭❊❘❆❙✲
▼❯❙✮
1.08e−4
✭❊❘❆❙✲
▼❯❙✮
2.09e−4
✭❊❘❆❙✲
▼❯❙✮
nk ✷✽ ✷✹ ✶✹ ✸ 2.33e−3
✭❢♠✐♥✲
❝♦♥✮
3.02e−3
✭❢♠✐♥✲
❝♦♥✮
9.42e−5
✭❢♠✐♥✲
❝♦♥✮
2.09e−4
✭❢♠✐♥✲
❝♦♥✮
❚❛❜❧❡❛✉ ✺✳✸ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ❇✲❙♣❧✐♥❡s ♦❜t❡♥✉❡s
♣❛r ❍❊❘❖ ❡t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ❈◆▲PPs ✭✺✳✷✾✮ ❡t
✭✺✳✸✷✮
▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❍❊❘❖ ❡t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡✱ s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉
✺✳✸✳ P♦✉r ❧❡s s❡✉✐❧s ❞✬❡rr❡✉r ✜①és ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ à s❛✈♦✐r✱ ǫ(max)ux,max = ǫ
(max)
uy ,max = 5e
−3 ❡t ǫ(moy)ux,max =
ǫ
(moy)
uy ,max = 5e
−4✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❍❊❘❖ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❞✬✉♥
❢❛❝t❡✉r ✸✽✱ ♣❛ss❛♥t ❞❡ 1 666 980 ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s à 43 500 ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❛✈❡❝ ❧❡s
♠ê♠❡s ❝r✐tèr❡s ❞✬❛rrêt ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛tt❡✐♥t ❧❡s
1 062 423✳ ❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧❡ ❈◆▲PP ✭✺✳✸✷✮ ❛ été tr❛✐té ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡ ❝♦♠♠❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts
❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♦❜t❡♥✉✱ ❧✬❡rr❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❡✉t✱ ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s✱ êtr❡ ❣r❛♥❞❡♠❡♥t
❛♠é❧✐♦ré❡✳ ■❧ ❡st à ♥♦t❡r✱ ❞❡ ♣❧✉s✱ q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡ ❝♦♠♠❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ♥✬❡st ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ♣❛s ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣♦✉✈❛♥t
êtr❡ ❛tt❡✐♥t❡ ♣♦✉r ❝❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡t ❝❡s ❞❡❣rés✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ r✐❡♥ ♥❡ ❣❛r❛♥t✐t q✉✬✐❧
s✬❛❣✐ss❡ ❞✬✉♥ ✧❜♦♥✧ ♣♦✐♥t ❞é♣❛rt ✭✐✳❡✳ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧ ♣♦✉r ❝❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡t ❝❡s ❞❡❣rés✮✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ✐❧ ♥❡ ❢❛✐t ❛✉❝✉♥ ❞♦✉t❡ q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡ ❡st ❧♦✐♥ ❞✬êtr❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✳
✶✹✺

❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣❛r ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❤②❜r✐❞❡ ✭❛✈❡❝ L = 2✮ ❛ ❞♦♥❝ été
❡♠♣❧♦②é❡ ✐❝✐ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❧✐é❡s à x ❡t y ❡t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣❛r ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s✳ ▲❛ ✜❣✳ ✺✳✾ ♠♦♥tr❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t
♦❜t❡♥✉ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r t = 0.001♠ ❞✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ❡t r❛②♦♥ R = 0.005♠✳ ❈♦♠♠❡ é♥♦♥❝é
❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ tr❛✐té ✐❝✐ ❛❞♠❡t ♣❧✉s✐❡✉rs s♦rt✐❡s ❡t ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡
❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ✈❛r✐❡✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ét❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♦♥ ♥❡ s✬✐♥tér❡ss❡r❛ q✉✬❛✉① ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ux ❡t uy✱ ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ θz ét❛♥t
❝❛❧❝✉❧é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts✳ ▲❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t ❛✉① ❝❤❛♠♣s
❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡t ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❧✐és ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ❡t ❞♦♥❝ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t
♦❜t❡♥✉s ❡♥ ❞ér✐✈❛♥t ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡✳
▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ✈❛r✐❡ ❡t q✉❡
❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ✈❛r✐❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉✱ ❧❡s ◆❯❘❇❙ ♦♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❡t ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣♦ss✐❜❧❡
q✉❡ ❝❡rt❛✐♥ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ♣❛s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ♣♦✉r êtr❡ ♣❛r❛♠étré ✭✐✳❡✳ ❧❡s ♣♦✐♥ts
❞❡ ❝♦♥trô❧❡ s✐t✉és ❞❛♥s ❧❡ tr♦✉✮✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ ét❛♣❡ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡✱ ❛✜♥ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s
♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ à ❡①❝❧✉r❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧✳ ❈❡ ✜❧tr❛❣❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣❛r❞❡r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ Pi1,...,iN
r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
∃Qs ∈ Q, us ∈
[
U
(1)
i1
, U
(1)
i1+p1+1
[
× · · · ×
[
U
(N)
iN
, U
(N)
iN+pN+1
[
, s = 1, ..., nTP , ✭✺✳✸✺✮
♦ù Qs ❡st ❧❡ s❡ ♣♦✐♥t ❝✐❜❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s nTP ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s Q✱ us = (u
(1)
s , ..., u
(N)
s ) ❡st ❧❡
✈❡❝t❡✉r ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s❛♥s ❞✐♠❡♥s✐♦♥ r❡❧❛t✐❢ ❛✉ ♣♦✐♥t ❝✐❜❧❡ Qs✳ ❈❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ✐❧ ❡①✐st❡✱ ❛✉ ♠♦✐♥s✱ ✉♥ ♣♦✐♥t ❝✐❜❧❡
❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à s♦♥ s✉♣♣♦rt ❧♦❝❛❧✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t✱ ❞❡ tr❛✐t❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s à ✈❛r✐❛❜❧❡s
♥♦♥✲❝♦♥t✐♥✉❡s✳
▲❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ux ❡t uy ♣♦✉r
❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s x✱ y✱ t ❡t R✱ ❡t ❡st st♦❝❦é❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ à tr♦✐s
❞✐♠❡♥s✐♦♥s Q✱ ❛✈❡❝
Qs1.2,s3,s4 = (ux(xs1.2 , ys1.2 , ts3 , Rs4), uy(xs1.2 , ys1.2 , ts3 , Rs4)) ,
s1.2 = 0, ..., r1.2, sk = 0, ..., rk, k = 3, 4,
✭✺✳✸✻✮
❛✈❡❝ r1.2+1 ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡ ♥♦♠❜r❡
❡st ❝♦♥st❛♥t ❞❛♥s ♥♦s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❙✬✐❧ ♥❡ ❧✬❛✈❛✐t ♣❛s été✱ ✉♥ st♦❝❦❛❣❡ ❞✐✛ér❡♥t ❛✉r❛✐t été ❡♠♣❧♦②é✳
▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s u(k)sk s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
u(1)s1.2 =
xs1.2 −
−Lx
2
Lx
2
− −Lx
2
, xs1.2 ∈
[−Lx
2
,
Lx
2
]
, ✭✺✳✸✼✮
u(2)s1.2 =
ys1.2 −
−Ly
2
Ly
2
− −Ly
2
, ys1.2 ∈
[−Ly
2
,
Ly
2
]
, ✭✺✳✸✽✮
✶✹✼
u(3)s3 =
ts3 − tmin
tmax − tmin , ts3 ∈ [tmin, tmax] , ✭✺✳✸✾✮
u(4)s4 =
Rs4 −Rmin
Rmax −Rmin , Rs4 ∈ [Rmin, Rmax] . ✭✺✳✹✵✮
▲❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦r❞♦♥♥é ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡s
❞✐r❡❝t✐♦♥s ❧✐é❡s à x ❡t y✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ❡♠♣❧♦②é❡ ♣♦✉r ❝❡s ❞❡✉① ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛✈❡❝
L = 2 ✭❝❢✳ ❡q✳ ✭✹✳✽✺✮✮✳
✭❛✮ ❋♦r♠❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❛❧❝❡♠❡♥t ux ✭❜✮ ❈❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❛❧❝❡♠❡♥t ux
✭❝✮ ❋♦r♠❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❛❧❝❡♠❡♥t uy ✭❞✮ ❈❤❛♠♣ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t uy
✭❡✮ ❋♦r♠❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ θz ✭❢✮ ❈❤❛♠♣ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ θz
❋✐❣✉r❡ ✺✳✾ ✕ ❈❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ é♣❛✐ss❡✉r t = 0.001♠ ❡t ✉♥ r❛②♦♥
R = 0.005♠
▲✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡st ✉♥❡ ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥ H(u) : R4 → R2✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s s❛♥s ❞✐♠❡♥s✐♦♥ u(k) s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡s
✶✹✽
r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
u(1) =
x− −Lx
2
Lx
2
− −Lx
2
, x ∈
[−Lx
2
,
Lx
2
]
, ✭✺✳✹✶✮
u(2) =
y − −Ly
2
Ly
2
− −Ly
2
, y ∈
[−Ly
2
,
Ly
2
]
, ✭✺✳✹✷✮
u(3) =
t− tmin
tmax − tmin , t ∈ [tmin, tmax] , ✭✺✳✹✸✮
u(4) =
R−Rmin
Rmax −Rmin , R ∈ [Rmin, Rmax] . ✭✺✳✹✹✮
✺✳✹✳✷ ▼ét❛♠♦❞è❧❡ ❣é♥éré ♣❛r ❍❊❘❖
P♦✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❈◆▲PP✱ tr❛✐té ♣❛r ❊❘❆❙▼❯❙✱ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
s✉✐✈❛♥t❡ ✿
minxI φ(xI) = a×
∑4
k=1 (nk + 1)
(r1.2 + 1)×
∏4
k=3(rk + 1)
+ (1− a)× 1
4
∑4
k=1
pk
pmaxk
, a = 0.5,
s✉❥❡t à ✿

ǫ
(max)
ux (xI) ≤ ǫ(max)ux,max,
ǫ
(max)
uy (xI) ≤ ǫ(max)uy ,max,
ǫ
(moy)
ux (xI) ≤ ǫ(moy)ux,max,
ǫ
(moy)
uy (xI) ≤ ǫ(moy)uy ,max,
0 < U
(k)
lk
< 1, lk = pk + 1, ...,mk − pk + 1, k = 1, ..., 4,
U
(k)
lk
≤ U (k)lk+1, lk = pk + 1, ...,mk − pk, k = 1, ..., 4,
nk − pk ≥ 0, k = 1, ..., 4,
nCP ≤ nTP ,
✭✺✳✹✺✮
♦ù xI ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ❧❡s 4 ❞❡❣rés pk✱ ❧❡s 4 t❛✐❧❧❡s ❞❡s
❦♥♦t ✈❡❝t♦rs mk + 1 ❡t ❧❡s mk − 2pk − 1 ✈❛❧❡✉rs ♥♦♥ ♣ré❞é✜♥✐❡s ❞❡s ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs✳ ▲❡s ❡rr❡✉rs
♠❛①✐♠❛❧❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ǫ(max)ux ❡t ǫ
(max)
uy s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✿
ǫ
(max)
ux = maxus1.2,s3,s4
( |H(us1.2,s3,s4)− ux(xs1.2 , ys1.2 , ts3 , Rs4)|
umaxx − uminx
)
,
ǫ
(max)
uy = maxus1.2,s3,s4
( |H(us1.2,s3,s4)− uy(xs1.2 , ys1.2 , ts3 , Rs4)|
umaxy − uminy
)
,
✭✺✳✹✻✮
✶✹✾
♦ù us1.2,s3,s4 =
(
u
(1)
s1.2 , u
(2)
s1.2 , u
(3)
s3 , u
(4)
s4
)
r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s❛♥s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✉ ♣♦✐♥t ❝✐❜❧❡
Qs1.2,s3,s4 ✱ s1.2 = 0, ..., r1.2✱ sk = 0, ..., rk✱ k = 3, 4✱ u
max
x ❡t u
max
y s♦♥t ❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♠❛①✐✲
♠✉♠s ❞❡ ux ❡t uy✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ uminx ❡t u
min
y s♦♥t
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♠✐♥✐♠✉♠s ❞❡ ux ❡t uy s✉r ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ▲❡s ❡rr❡✉rs ♠♦②❡♥♥❡s
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ q✉❛♥t à ❡❧❧❡s✱ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✿
ǫ
(moy)
ux =
1
nTP
∑r1.2
s1.2=0
∑r3
s3=0
∑r4
s4=0
|H(us1.2,s3,s4)− ux(xs1.2 , ys1.2 , ts3 , Rs4)|
umaxx − uminx
,
ǫ
(moy)
uy =
1
nTP
∑r1.2
s1.2=0
∑r3
s3=0
∑r4
s4=0
|H(us1.2,s3,s4)− uy(xs1.2 , ys1.2 , ts3 , Rs4)|
umaxy − uminy
,
✭✺✳✹✼✮
❛✈❡❝ nTP ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s✳ ▲❡s s❡✉✐❧s ❞✬❡rr❡✉rs ♠❛①✐♠❛❧❡s ❡t ♠♦②❡♥♥❡s ♦♥t été
✜①és à ǫ(max)ux,max = ǫ
(max)
uy ,max = 3e
−2 ❡t ǫ(moy)ux,max = ǫ
(moy)
uy ,max = 1e
−3 r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬✉♥
✐♥❞✐✈✐❞✉ ❞✬❊❘❆❙▼❯❙ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡
à ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❞❡✉① ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t ❡t ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ✜❣✳ ✺✳✸✳ ■❧ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞✱
❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❞❡❣rés p1✱ p2✱ p3✱ p4 ❡t ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s s❡❝t✐♦♥s ♠♦❞✉✲
❧❛✐r❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ q✉❛tr❡ s❡❝t✐♦♥s ♠♦❞✉❧❛✐r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ✐♥t❡r♥❡s ❞❡s
❦♥♦t ✈❡❝t♦rs U(1)✱ U(2)✱ U(3) ❡t U(4)✳
P♦✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ❣é♥ét✐q✉❡s ❞✬❊❘❆❙▼❯❙ s♦♥t ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
✶✳ P❧✉s✐❡✉rs ❝❛❧❝✉❧s ♦♥t été ré❛❧✐sés ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦✉♣❧❡s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❡t ❞✬✐♥✲
❞✐✈✐❞✉s (npop, nind) = (3, 100); (3, 200)✳
✷✳ ▲❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s✱ ✜①é à ngen = 100 ♣♦✉r ❝❡ ❝❛s✳
✸✳ ▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝r♦✐s❡♠❡♥t ❡st ✜①é❡ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣❛r ❞é❢❛✉t pcross = 0.85✳
✹✳ ▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡s ❣è♥❡s ❡st ✜①é❡ à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ pmut = 0.005✱ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥
❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ét❛♥t ❞é❥à ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❢❛✈♦r✐sé❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ✐♥t❡r♥❡s ❞❡s ❦♥♦t
✈❡❝t♦rs ♥❡ s♦✐❡♥t ♣❛s ♦r❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s✳
✺✳ ▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❡st ✜①é❡ à pshift = 0.5✳ ❈❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❛ ♣❡✉ ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡s
♠ê♠❡s r❛✐s♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥✳
✻✳ ▲❡ t②♣❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ r❡t❡♥✉ ❡st ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧❛ r♦✉❧❡tt❡✳
✼✳ ▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ✜t♥❡ss ♣r❡ss✉r❡ ❡st ✜①é à fpres = 1✱ ❛✜♥ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❜r✐❞❡r ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞✉
❞♦♠❛✐♥❡✳
✽✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬é❧✐t✐s♠❡ ❡st ❛❝t✐❢✳
✾✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥s ♣❡♥❞❛♥t ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s é✈♦❧✉❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐s♦❧é❡ ❧❡s
✉♥❡s ❞❡s ❛✉tr❡s ❡st ✜①é à Itime = 5✳
✶✵✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡st✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❈◆▲PP ✭✺✳✹✺✮✱ nconstr = 4✳
✶✶✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s ❡st ✈❛r✐❛❜❧❡✳
✶✷✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♠♦❞✉❧❛✐r❡s ❡st é❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs✱ s♦✐t nmodular = 4✳
✶✸✳ ▲❡s ♥♦♠❜r❡s ♠✐♥✐♠✉♠s ❡t ♠❛①✐♠✉♠s ❞❡ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s s♦♥t ✜①és à nmodichrom,min = 0 ❡t
nmodkchrom,max = rk ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t ♠♦❞✉❧❛✐r❡ k = 3, 4✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ r1 ❡t r2 ♥❡
♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❞é✜♥✐✱ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s ♠❛①✐♠✉♠s s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r nmod1chrom,max =
nmod2chrom,max = ⌈
√
r1.2⌉✱ ❛✈❡❝ ⌈·⌉ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡ ❡♥t✐èr❡ ♣❛r ❡①❝ès✳
✶✺✵
✶✹✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡s ✐♥❞✐✲
✈✐❞✉s ❡st t♦✉❥♦✉rs nstdchrom = 1✳
✶✺✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣è♥❡s ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ st❛♥❞❛r❞ ❡st é❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞❡❣rés à ✜①❡r✱ s♦✐t nstdgene = 4✳
✶✻✳ ▲❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❣è♥❡s ❞❡s ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♠♦❞✉❧❛✐r❡s s♦♥t✱ q✉❡❧❧❡
q✉❡ s♦✐t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ✭✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦✉ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✮✱ nmodkgene = 1✱ k = 1, ..., 4✳
✶✼✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡st nvar = 2✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ■❧ s✬❛❣✐t
❞❡s ❞❡❣rés pk ❡t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ✐♥t❡r♥❡s ❞❡s ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs ✿
✖ ❉❡❣ré ✿
• ◆♦♠ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✿ ❞❡❣ré
• ◆❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✿ ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞✐s❝rét✐sé❡ ✭r❡❣✉❧❛r❴❞✐s❝r✮✳
• ▲❛ ❧✐♠✐t❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✿ ▲❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡✈❛♥t êtr❡ ❞ér✐✈é
♣❛r r❛♣♣♦rt à x ❡t y✱ ❧✐és à u1 ❡t u2✱ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t
❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ ❧❡s ❞❡❣rés ♠✐♥✐♠✉♠s s♦♥t ✜①és à pmin1 = 2 ❡t p
min
2 = 2 ❞❛♥s ❝❡s
❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ▲❡s ❞❡❣rés ♠✐♥✐♠✉♠s ❞❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s s♦♥t ✜①és à pmink = 1✱
k = 3, 4✳
• ▲❛ ❧✐♠✐t❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✿ pmaxk = 7✳
• ▲❡ ♣❛s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ✿ ✶
✖ ❱❛❧❡✉r ❞❡ ♥÷✉❞ ✿
• ◆♦♠ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✿ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ♥÷✉❞
• ◆❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✿ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✭❡①t❡♥❞❡❞✮✳
• ▲❛ ❧✐♠✐t❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✿ 0 + ǫ ❛✈❡❝ ǫ = 0.0001✳
• ▲❛ ❧✐♠✐t❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✿ 1− ǫ✳
❆♣rès q✉✬❊❘❆❙▼❯❙ ❛✐t ❛tt❡✐♥t s♦♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ q✉✬✐❧ r❡♥✈♦✐❡ s❡rt ❞❡ ♣♦✐♥t ❞❡
✶✺✶
❞é♣❛rt ♣♦✉r ❧❡ ❈◆▲PP s✉✐✈❛♥t ✿
minxII ψ
(30)(xII) =
1
2


[∑r1.2
s1.2=0
∑r3
s3=0
∑r4
s4=0
(
H
(1)
xII (us1.2,s3,s4)− ux(xs1.2 , ys1.2 , ts3 , Rs4)
)30]( 130 )
[∑r1.2
s1.2=0
∑r3
s3=0
∑r4
s4=0
(
H
(1)
0 (us1.2,s3,s4)− ux(xs1.2 , ys1.2 , ts3 , Rs4)
)30]( 130 )
+
[∑r1.2
s1.2=0
∑r3
s3=0
∑r4
s4=0
(
H
(2)
xII (us1.2,s3,s4)− uy(xs1.2 , ys1.2 , ts3 , Rs4)
)30]( 130 )
[∑r1.2
s1.2=0
∑r3
s3=0
∑r4
s4=0
(
H
(2)
0 (us1.2,s3,s4)− uy(xs1.2 , ys1.2 , ts3 , Rs4)
)30]( 130 )


,
s✉❥❡t à ✿

0 < U
(k)
lk
< 1, lk = pk + 1, ...,mk − pk + 1, k = 1, ..., 4,
U
(k)
ll
≤ U (k)lk+1, lk = pk + 1, ...,mk − pk, k = 1, ..., 4,
ωi1,...,i4 ≥ 0, ik = 0, ..., nk,
✭✺✳✹✽✮
♦ù HxII =
(
H
(1)
xII , H
(2)
xII
)
❡st ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐✲
♠✐s❛t✐♦♥ xII t❛♥❞✐s q✉❡ H0 =
(
H
(1)
0 , H
(2)
0
)
❡st ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r
❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ x(0)II ❢♦✉r♥✐ ♣❛r ❊❘❆❙▼❯❙✳ ▲❡ ✈❡❝t❡✉r xII r❡❣r♦✉♣❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
xII =
(
U
(1)
p1+1
, · · · , U (1)m1−p1+1, · · · , U
(4)
p4+1
, · · · , U (4)m4−p4+1,Ω
)
. ✭✺✳✹✾✮
❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✱ t♦✉t❡s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s r❡♥✈♦②é❡s ♣❛r ❊❘❆❙▼❯❙ r❡s♣❡❝t❛✐❡♥t
❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬❡rr❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡t ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐❞s ♥✬ét❛✐t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r
❝❡ ❝❛s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ Ω = ∅✮✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❡ ❈◆▲PP ✭✺✳✹✽✮ ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t tr❛✐té ♣❛r ✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❢♠✐♥❝♦♥ ♣♦✉r tr❛✐té ❧❡ ❈◆▲PP ✭✺✳✹✽✮ s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s
à ❝❡✉① ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❍❊❘❖ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❝♦✉♣❧❡s (npop, nind) ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞é✜♥✐s✱
s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✹✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ r❡♥✈♦②é❡
♣❛r ❊❘❆❙▼❯▼❙ ét❛✐t ✧♣r♦❝❤❡✧ ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❢♠✐♥❝♦♥✳ P♦✉r ❧❡s
s❡✉✐❧s ❞✬❡rr❡✉r ✜①és ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛ été ré❞✉✐t ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r s✉♣ér✐❡✉r
à ✶✻✷ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (npop, nind) = (3, 100) ❡t ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r s✉♣ér✐❡✉r à ✼✺✹ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡
(npop, nind) = (3, 200)✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡
t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✹✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt ❛ été ✜①é ♣❛r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡
❞✉ ❝♦✉♣❧❡ (npop, nind) = (3, 100)✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❛ ❡✉ ❝♦♠♠❡ ❝r✐tèr❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡
✶✺✷
❱❛r✐❛❜❧❡ x y t r ◆♦♠❜r❡
t♦t❛❧ ❞❡
♣♦✐♥ts
❊rr❡✉rs
♠❛①✐♠❛❧❡s
✭❚Ps✮
❊rr❡✉rs
♠♦②❡♥♥❡s ✭❚Ps✮
rk + 1 ✭❚Ps✮ 4 681 ✷✶ ✷✶ 2 064 321 ǫmaxux ǫ
max
uy ǫ
moy
ux ǫ
moy
uy
▼ét❤♦❞❡
✐tér❛t✐✈❡
pk ✷ ✷ ✷ ✷ 1 334 256
8.27e−3 7.54e−3 1.41e−4 6.84e−5
nk ✶✸✶ ✷✼ ✶✽ ✶✽ 7.36e−3
✭❢♠✐♥✲
❝♦♥✮
2.38e−3
✭❢♠✐♥✲
❝♦♥✮
1.31e−4
✭❢♠✐♥✲
❝♦♥✮
5.76e−5
✭❢♠✐♥✲
❝♦♥✮
❍❊❘❖
✭npop = 3✱
nind = 100✱
ngen = 100✮
pk ✶ ✶ ✹ ✶ 12 726
1.30e−2
✭❊❘❆❙✲
▼❯❙✮
8.13e−3
✭❊❘❆❙✲
▼❯❙✮
8.44e−4
✭❊❘❆❙✲
▼❯❙✮
5.12e−4
✭❊❘❆❙✲
▼❯❙✮
nk ✶✵✵ ✽ ✻ ✶ 1.10e−2
✭❢♠✐♥✲
❝♦♥✮
8.13e−3
✭❢♠✐♥✲
❝♦♥✮
7.99e−4
✭❢♠✐♥✲
❝♦♥✮
5.08e−4
✭❢♠✐♥✲
❝♦♥✮
▼ét❤♦❞❡
✐tér❛t✐✈❡
pk ✷ ✷ ✷ ✷ 811 512
1.21e−2 2.12e−2 2.24e−4 9.10e−5
nk ✶✶✻ ✷✸ ✶✻ ✶✻ 6.79e−3
✭❢♠✐♥✲
❝♦♥✮
2.00e−3
✭❢♠✐♥✲
❝♦♥✮
2.20e−4
✭❢♠✐♥✲
❝♦♥✮
9.10e−5
✭❢♠✐♥✲
❝♦♥✮
❍❊❘❖
✭npop = 3✱
nind = 200✱
ngen = 100✮
pk ✶ ✶ ✹ ✶ 2 736
2.08e−2
✭❊❘❆❙✲
▼❯❙✮
2.45e−2
✭❊❘❆❙✲
▼❯❙✮
9.59e−4
✭❊❘❆❙✲
▼❯❙✮
8.04e−4
✭❊❘❆❙✲
▼❯❙✮
nk ✶✶ ✶✽ ✺ ✶ 2.05e−2
✭❢♠✐♥✲
❝♦♥✮
2.14e−2
✭❢♠✐♥✲
❝♦♥✮
9.54e−4
✭❢♠✐♥✲
❝♦♥✮
7.31e−4
✭❢♠✐♥✲
❝♦♥✮
❚❛❜❧❡❛✉ ✺✳✹ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ❇✲❙♣❧✐♥❡s ♦❜t❡♥✉❡s
♣❛r ❍❊❘❖ ❡t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ❈◆▲PPs ✭✺✳✹✺✮ ❡t
✭✺✳✹✽✮
♣❛r ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ (npop, nind) = (3, 200)✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡
♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥
❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❣é♥éré❡ ♣❛r ❍❊❘❖ ❡st ❜✐❡♥ ♣❧✉s é❧❡✈é❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡
❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✱ tr❛✐t❡r ❧❡ ❈◆▲PP ✭✺✳✹✽✮ ❛✈❡❝ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡ ❝♦♠♠❡ ♣♦✐♥t
❞❡ ❞é♣❛rt✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♦❜t❡♥✉s✱ ❧✬❡rr❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❡✉t✱ ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s✱ êtr❡ ❛♠é❧✐♦ré❡✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ❢❛✐s✐♦♥s r❡♠❛rq✉❡r ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧✬❡rr❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡
❝♦♠♠❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ♥✬❡st ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ♣❛s ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❛tt❡✐♥t❡ ♣♦✉r ❝❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡t ❝❡s ❞❡❣rés✳ ❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❛♠♠❡♥t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ♦❜t❡♥✉❡✱ ❛♣rès
tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ ❈◆▲PP ✭✺✳✹✽✮ ♣❛r ❢♠✐♥❝♦♥✱ ❡st ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣♦✉r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛②❛♥t✱ ♣♦✉rt❛♥t✱ ♠♦✐♥s
❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳
✶✺✸
✺✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❍❊❘❖ ❛ été ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ré✲
❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ à tr♦✐s ❝❛s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡①❤✐❜❛♥t ❞❡s s♣é❝✐✜❝✐tés ❝♦✉r❛♥t❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s
✐♥❞✉str✐❡❧❧❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡
❞❡ s✬❛❞❛♣t❡r ❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬❡♥tré❡ ♦♥t ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♠♦✐♥❞r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt
❛✉① ❛✉tr❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à
✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬❡♥tré❡ ✭y✮✱ ❍❊❘❖ ❛ ❣é♥éré ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✱ ❡♥ ❛✛❡❝t❛♥t
très ♣❡✉ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❡t ✉♥ ❞❡❣ré ♠✐♥✐♠❛❧✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥❡ r❡♠✲
♣❧❛❝❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ✉♥❡ ré❡❧❧❡ ét✉❞❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐❞éré✳ ❉❡ ♣❛r s❛
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡ ❡♠♣❧♦②é❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ♥❡ ♣♦✉✈❛✐t ♣❛s✱ q✉❛♥t à ❡❧❧❡✱
r❡✢ét❡r ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ◆❯❘❇❙ ♣❡r♠❡t ❛✐sé♠❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s
♠ét❛♠♦❞è❧❡s à ♣❧✉s✐❡✉rs s♦rt✐❡s✱ ❝❤❛q✉❡ s♦rt✐❡ ét❛♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡
❝♦♥trô❧❡✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡✱ q✉❡ ❧❡ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ❡st ♣❛r❛♠étré ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s✱ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s s♦rt✐❡s✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐✲
♠✐s❛t✐♦♥✱ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ré❞✉✐t✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ s❡s ❞ér✐✈é❡s✳ ❋♦✉r♥✐r ❧❡s ❞ér✐✈é❡s à ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢✱ ❡t
❞♦♥❝ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ❞❡s ré♣♦♥s❡s r❛♣✐❞❡s✱ ❝♦♠♠❡
❧❛ ré❛❧✐té ✈✐rt✉❡❧❧❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ré❞✉✐t ❡st ❧✉✐ ❛✉ss✐ ✉♥ ❛✈❛♥t❛❣❡
❡t✱ s✉r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡✱ ♣♦✉r
❞❡s ✈❛❧❡✉rs ✜①é❡s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥✱ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r à 1s✳
❯♥❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ❣é♥éré ♣❛r ❍❊❘❖
à ✐♥té❣r❡r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ t❡❧❧❡s q✉❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧✐♠✐t❡s ♦✉ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♦♠é✲
tr✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❡♥tré❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✐♥s✐ ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡
❞❡ s✬❛❞❛♣t❡r à ✉♥❡ ❣é♦♠étr✐❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ♠♦②❡♥♥❛♥t ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡
✧✐♥❛❝t✐❢s✧ ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡✳ ❈❡ ✜❧tr❛❣❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣rés❡♥t❛♥t
❞❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés✳ ◆♦t♦♥s ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❧❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥♥✉❡s ✭✐✳❡✳ ❧❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡s s♦♥t ❜♦r♥é❡s✮✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♦♥t été ❝♦♠♣❛rés à ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s rè❣❧❡s
❡♠♣✐r✐q✉❡s ❡①✐st❛♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡t s✉r❢❛❝❡s ◆❯❘❇❙✳ ❉❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝❛s✱ ♥♦tr❡ ❛♣✲
♣r♦❝❤❡ ❛ ♠♦♥tré ❞❡ ❜✐❡♥ ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡✱ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❢♠✐♥❝♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✐tér❛t✐✈❡s ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥
❞❡s ♠ét❛♠♦❞è❧❡s ♦❜t❡♥✉s ♣❡✉t êtr❡ ❛♠é❧✐♦ré❡ ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s✱
❛❝❝❡♥t✉❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡s s♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t s♦✉s✲♦♣t✐♠❛❧❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♥❡ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ♣❛s
✉♥ ✧❜♦♥✧ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ♣♦✉r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s ♣rés❡♥té✱
❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡✱ ♦❜t❡♥✉❡ ❛♣rès ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❢♠✐♥❝♦♥✱ ét❛✐t ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉✬✉♥❡ ❛✉tr❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡✱ ♦♣t✐♠✐sé❡ ♣❛r ❢♠✐♥❝♦♥
é❣❛❧❡♠❡♥t✱ ❛②❛♥t ♣♦✉rt❛♥t ♣❧✉s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ❈❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧✬✐♥té✲
rêt q✉✬✐❧ ② ❛✈❛✐t à ♥❡ ♣❛s ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s rè❣❧❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ♣♦✉r ✜①❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡
◆❯❘❇❙✱ ❡t ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❍❊❘❖✱ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳
▲❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st s❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ à ❧✬♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
✶✺✹
❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡
❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡st ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❧✐é❡ ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
s♦✐t ♦r❞♦♥♥é❡ ♦✉ ♥♦♥✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡r ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛✈❡❝ ❧❡
❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡✳ ◆♦t♦♥s ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉✬✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡✱ ✈✐s❛♥t
à ré♦r❣❛♥✐s❡r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s✱ ♣❡✉t êtr❡ ❡♥✈✐s❛❣é❡ ❝♦♠♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❚✉r♥❡r ❬✶❪✱
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ tr❛✐t❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♥❛t✉r❡❧ ✭♥❛t✉r❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✮ q✉✐
❛✛❡❝t❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ✈♦✐s✐♥ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ Pi ♣♦✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ Qi✳
✶✺✺
✶✺✻
❈❤❛♣✐tr❡ ✻
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥
❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
❞✬✉♥ ♣❛♥♥❡❛✉ r❛✐❞✐ ❞✬❛✐❧❡ ❞✬❛✈✐♦♥
✻✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
P❛r♠✐ ❧❡s ❝❛s ♦ù ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ♦✛r❡ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❡❧✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝✐t❡r ❧❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ✐♥❞✉str✐❡❧✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡
tr❛✐t❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❧é❣èr❡ ❡♥ ♠❛tér✐❛✉① ❝♦♠♣♦s✐t❡s✳
❈❡s ♠❛tér✐❛✉① ❛♥✐s♦tr♦♣❡s s♦♥t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ✉t✐❧✐sés ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡♠❡♥t ❡t ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉①
❞♦♠❛✐♥❡s ❣râ❝❡ à ❧❡✉rs ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s✱ à s❛✈♦✐r✱ ❞❡s r❛♣♣♦rts r✐❣✐❞✐té✴✲
♠❛ss❡ ❡t rés✐st❛♥❝❡✴♠❛ss❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s str✉❝t✉r❡s ♣❧✉s ❧é❣èr❡s q✉✬❛✈❡❝ ❧❡s ❛❧❧✐❛❣❡s
♠ét❛❧❧✐q✉❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬❤étér♦❣é♥é✐té ❡t ❞✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❞❡ ❝❡s ♠❛té✲
r✐❛✉① r❡♥❞❡♥t ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s str✉❝t✉r❡s ❞✐✣❝✐❧❡✱ ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞♦✐t
êtr❡ ❝❛r❛❝tér✐sé à ❞✐✛ér❡♥t❡s é❝❤❡❧❧❡s ✿ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ✭✐✳❡✳ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts✮✱ ♠és♦s❝♦♣✐q✉❡
✭✐✳❡✳ é❝❤❡❧❧❡ ❞✉ ♣❧✐✮ ❡t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ✭✐✳❡✳ é❝❤❡❧❧❡ ❞✉ str❛t✐✜é✮✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐❞éré ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ tr❛✐t❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ t②♣❡ ♣❛♥✲
♥❡❛✉ r❛✐❞✐ s✉❥❡t à ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♥❛t✉r❡s✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ♣❛♥♥❡❛✉ ❡st ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❞❡
♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝❛r ✐❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t✱ à r✐❣✐❞✐té éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ✉♥ ❣❛✐♥ ❞❡ ♠❛ss❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✳
▼ê♠❡ s✐ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s✱ t❡❧ q✉❡ ❧✬❛ér♦♥❛✉t✐q✉❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦rt❡ ✉♥ ✐♥térêt à ❧❛ ré✲
❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡✱ ❝♦✉♣❧é❡ ❛✉
♠❛♥q✉❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❣é♥ér❛❧❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥✱ ❝♦♥❞✉✐s❡♥t s♦✉✈❡♥t à ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s❡s
q✉❛❧✐tés✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ♣❛♥♥❡❛✉ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞✬❡♠♣✐❧❡♠❡♥t ✧st❛♥❞❛r❞✧✱
❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛ss✉r❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❛tt❡♥❞✉❡s q✉✐ s♦♥t ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t ❢♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡s ❛✉✲
tr❡♠❡♥t ✭❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬❤étér♦❣é♥é✐té ❡t ❞✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ✉t✐❧✐sés✮✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ✉♥ ❞é❝♦✉♣❧❛❣❡ ♠❡♠❜r❛♥❡✴✢❡①✐♦♥✱ ✉♥ ❡♠♣✐❧❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡ ❡st ✉t✐❧✐sé✳
❖r✱ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st s✉✣s❛♥t❡ ♠❛✐s ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ♣r♦♣r✐été✳ ❉✬❛✉tr❡
♣❛rt✱ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞❡s ♣❧✐s ❡st s♦✉✈❡♥t r❡str❡✐♥t❡ à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ très ❧✐♠✐té ❞❡ ✈❛❧❡✉rs✱
❝♦♠♣♦sé ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❝❛♥♦♥✐q✉❡s 0◦✱ 90◦ ❡t ±45◦ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ❝❛s✳ ■❧ ❡st très ❞✐✣❝✐❧❡
❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❧❛ ♣❧✉s ❧é❣èr❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛♥s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡s s♦♥t
✶✺✼
❜✐❡♥ s♦✉✈❡♥t s♦✉s✲♦♣t✐♠❛❧❡s✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧✐♠✐té❡s à ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ très r❡str❡✐♥t✳
❆✜♥ ❞❡ s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❞❡s r❡str✐❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡
à ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ✭▼❙✷▲ ♣♦✉r ▼✉❧t✐ ❙❝❛❧❡ ❚✇♦ ▲❡✈❡❧s✮ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡s
❝♦♠♣❧❡①❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐q✉❡s ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❬✷✷✾✱✷✸✵❪ ❡t ✉t✐❧✐sé❡ ❛✈❡❝ s✉❝❝ès ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬♦♣✲
t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❡t ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞✉ t②♣❡ ♣❛♥♥❡❛✉ r❛✐❞✐ ❬✸❪✳
❈❡tt❡ str❛té❣✐❡ ▼❙✷▲ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ très ❣é♥ér❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ s❛♥s ✐♥✲
tr♦❞✉✐r❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛tr✐❝❡s ❡t ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥✱ à ❧❛ ❢♦✐s
❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❡t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♠é❝❛♥✐q✉❡s q✉✐ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❞✉ ♣❛♥♥❡❛✉ à ❝❤❛q✉❡ é❝❤❡❧❧❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ✭♠❡s♦s❝♦♣✐q✉❡ ❡t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✮✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st s❝✐♥❞é ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡s ❞✐st✐♥❝ts ✐♥t❡r❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r
♥✐✈❡❛✉ ✐♥t❡r✈✐❡♥t à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❡t ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♦♣t✐♠❛❧❡s
❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❡t ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞✉ ♣❛♥♥❡❛✉ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t s❛ ♠❛ss❡ ❡t
r❡s♣❡❝t❛♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ ♥✐✈❡❛✉ ✐♥t❡r✈✐❡♥t à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠❡s♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞✉
♣❧✐ ❡t ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ tr♦✉✈❡r✱ ❛✉ ♠♦✐♥s✱ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❡♠♣✐❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s str❛t✐✜és
❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❡ ♣❛♥♥❡❛✉ r❛✐❞✐✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❡t ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❢♦✉r♥✐s
♣❛r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♥✐✈❡❛✉✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♣♦❧❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❛ r❡♣rés❡♥✲
t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞✉ ♣❛♥♥❡❛✉ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❬✷✸✶❪ ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❣é♥ét✐q✉❡ ❊❘❆❙▼❯❙ ❬✶✹✱✷✶✷❪ ♣rés❡♥té ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳
❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛✐t ♠♦♥tré❡ s♦♥ ❡✣❝❛❝✐té ❬✸❪✱ ❡❧❧❡ ✉t✐❧✐s❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✐♠♣♦sé❡s s✉r ❧❡ ♣❛♥♥❡❛✉✱ ✉♥ ❝♦❞❡ é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s q✉✐ r❛❧❡♥t✐t ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♥✐✈❡❛✉ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ▲✬✐❞é❡ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ré❛❧✐sé ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st
❞❡ ❣é♥ér❡r ❧❡ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ♣♦✉r ❧❡
❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ▼❙✷▲ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ❆♣rès ✉♥❡ ❜rè✈❡
✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s str❛t✐✜és✱ ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♣♦❧❛✐r❡ ❡t ❧❛ str❛té❣✐❡ ▼❙✷▲ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❧✐é ❛✉ ♣❛♥♥❡❛✉ r❛✐❞✐✱ ❧❡ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❍❊❘❖
s❡r❛ ♣rés❡♥té ❡t ❝♦♠♣❛ré ❛✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡ ❞é❝r✐t❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✳
❊♥ ✜♥ ❞❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❧❡ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ▼❙✷▲
❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s❡r♦♥t ♣rés❡♥tés✳
✻✳✷ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛♥♥❡❛✉ r❛✐❞✐
✻✳✷✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ tr❛✐té ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬✉♥✐té ré♣ét✐t✐✈❡ ✭❯❘✮ ❞✬✉♥
♣❛♥♥❡❛✉ r❛✐❞✐ ré❛❧✐sé ❡♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ str❛t✐✜é t②♣✐q✉❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛✐❧❡s ❞✬❛✈✐♦♥s✳
▲✬❯❘ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ♣❛r ❧✬✉♥✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❡❛✉ ❡t ❞✬✉♥ r❛✐❞✐ss❡✉r ❞❡ ❢♦r♠❡ ✧♦♠❡❣❛✧ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré
♣❛r ❧❛ ✜❣✳ ✻✳✶✳ ▲❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❡①tér✐❡✉r❡s ❞❡ ❧✬❯❘ s♦♥t ✜①é❡s à a = 150♠♠ ♣♦✉r ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❡t b =
600♠♠ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r✳ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r b r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❥♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥sé❝✉t✐✈❡s
t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r a r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♣❛s q✉✐ sé♣❛r❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts r❛✐❞✐ss❡✉rs éq✉✐❞✐st❛♥ts ❧❡s
✉♥s ❞❡s ❛✉tr❡s✳ ▲❡s r❛✐❞✐ss❡✉rs✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♣❡❛✉①✱ s♦♥t ré❛❧✐sés à ♣❛rt✐r ❞❡ ♣❧✐s ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧s
♦rt❤♦tr♦♣✐q✉❡s ❡♥ ❝❛r❜♦♥❡✴❡♣♦①② ❞♦♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✶ ✭✈❛❧❡✉rs
♣r✐s❡s ❞❛♥s ❬✸❪ ❡t ❧❡s ré❢ér❡♥❝❡s ❛ss♦❝✐é❡s✮✳
▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❛ ré♣♦♥s❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞❡
✶✺✽

P❛r❛♠ètr❡s ❝♦♥st❛♥ts P❛r❛♠ètr❡s ♣♦❧❛✐r❡s ❞❡ Q a P❛r❛♠ètr❡s ♣♦❧❛✐r❡s ❞❡ Qˆ b
E1 ❬▼P❛❪ ✶✻✶✵✵✵✳✵ T0 ❬▼P❛❪ ✷✸✼✾✸✳✸✽✻✽ T ❬▼P❛❪ ✺✵✾✺✳✹✺✹✺
E2 ❬▼P❛❪ ✾✵✵✵✳✵ T1 ❬▼P❛❪ ✷✶✾✶✼✳✽✷✹✾ R ❬▼P❛❪ ✶✵✵✹✳✺✹✺✹
G12 ❬▼P❛❪ ✻✶✵✵✳✵ R0 ❬▼P❛❪ ✶✼✻✾✸✳✸✽✻✽ Φ ❬❞❡❣❪ ✾✵✳✵
ν12 ❬▼P❛❪ ✵✳✷✻ R1 ❬▼P❛❪ ✶✾✵✼✷✳✵✼✶✶
ν23 ❬▼P❛❪ ✵✳✶✵ Φ0 ❬❞❡❣❪ ✵✳✵
Φ1 ❬❞❡❣❪ ✵✳✵
❉❡♥s✐té ❡t é♣❛✐ss❡✉r
ρ ❬❑❣✴♠♠3❪ ✶✳✺✽×✶✵−6
tpli ❬♠♠❪ ✵✳✶✷✺
a ▼❛tr✐❝❡ ré❞✉✐t❡ ❞❡ r✐❣✐❞✐té ❞✉ ♣❧✐ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥✳
b ▼❛tr✐❝❡ r✐❣✐❞✐té ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ❞✉ ♣❧✐ ❤♦rs ♣❧❛♥✳
❚❛❜❧❡❛✉ ✻✳✶ ✕ ❈❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♠❛tér✐❛✉ ❞❡s ♣❧✐s ❝❛r❜♦♥❡✴❡♣♦①② ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❛ ♣❡❛✉ ❡t ❧❡s r❛✐❞✐s✲
s❡✉rs ❬✸❪
❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♥❛t✉r❡s✱ à s❛✈♦✐r✱ ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❡t ❣é♦♠étr✐q✉❡s ♠❛✐s
❛✉ss✐ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❡t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐q✉❡s✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st ❞é❝♦♠♣♦sé ❡♥ ❞❡✉① ♣❤❛s❡s ❞✐st✐♥❝t❡s ❧✐é❡s ❡♥tr❡✲❡❧❧❡s✳
❋✐rst✲❧❡✈❡❧ ♣r♦❜❧❡♠✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❤❛s❡ ❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♦♣t✐♠❛❧❡s ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❡t ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞❡s str❛t✐✜és ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧✬❯❘ ❞✉ ♣❛♥♥❡❛✉ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t s❛
♠❛ss❡ ❡t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧✬✐♥té❣r❛❧✐té ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✐♠♣♦sé❡s✳ ➚ ❝❡ ♣r❡♠✐❡r ♥✐✈❡❛✉✱ ❝❤❛q✉❡ str❛t✐✜é
❡st ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞♦♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡st ❞é❝r✐t
♣❛r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣♦❧❛✐r❡s ❞✉ str❛t✐✜é ❬✷✸✸✱✷✸✹❪✳ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ét❛♣❡ s♦♥t
❞♦♥❝ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❯❘ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣♦❧❛✐r❡s ❞❡ ❧❛ ♣❡❛✉ ❡t ❞✉
r❛✐❞✐ss❡✉r✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st tr❛✐té à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡✳
❙❡❝♦♥❞✲❧❡✈❡❧ ♣r♦❜❧❡♠✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝❡tt❡ str❛té❣✐❡ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡
séq✉❡♥❝❡ ❞✬❡♠♣✐❧❡♠❡♥t ❛♣♣r♦♣r✐é❡✱ ♣♦✉r ❧❡s str❛t✐✜és ❞❡ ❧❛ ♣❡❛✉ ❡t ❞✉ r❛✐❞✐ss❡✉r✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❡t ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❢♦✉r♥✐s ♣❛r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♥✐✈❡❛✉✳ ❈❡ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ❡st tr❛✐té à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠❡s♦s❝♦♣✐q✉❡ ✭✐✳❡✳ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡s ♣❧✐s ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧❡s str❛t✐✜és✮✳ ▲❡
❜✉t ❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r✱ ❛✉ ♠♦✐♥s✱ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❡♠♣✐❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ str❛t✐✜é q✉✐ s♦✐t q✉❛s✐✲
❤♦♠♦❣è♥❡✱ ♦rt❤♦tr♦♣❡ ❡♥ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❡t ❡♥ ✢❡①✐♦♥ ❡t ❞♦♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣♦❧❛✐r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t
à ❝❡✉① ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❤❛s❡ s♦♥t
❧❡s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❧✐s ❝♦♥st✐t✉❛♥ts ❝❤❛q✉❡ str❛t✐✜é✳
✻✳✷✳✸ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ✜rst✲❧❡✈❡❧ ♣r♦❜❧❡♠
❱❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥
▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ ♣❛♥♥❡❛✉ r❛✐❞✐ s♦♥t ❞❡ ❞❡✉① t②♣❡s ✿ ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❡t ♠é❝❛♥✐q✉❡s✳
❈❡rt❛✐♥s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s s♦♥t ✐❧❧✉strés s✉r ❧❛ ✜❣✳ ✻✳✶✳ ❚♦✉s ♥❡ s♦♥t ❜✐❡♥ sûr ♣❛s
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❡t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✶✻✵
• ▲❡s é♣❛✐ss❡✉rs ❞❡s str❛t✐✜és ❞❡ ❧❛ ♣❡❛✉ ❡t ❞✉ r❛✐❞✐ss❡✉r✱ tS ❡t tB✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❀
• ▲❛ ❧❛r❣❡✉r a2 ❞❡ ❧❛ ✢❛♥❣❡ ✐♥❢ér✐❡✉r ❞✉ r❛✐❞✐ss❡✉r ❀
• ▲❛ ❤❛✉t❡✉r h ❞✉ r❛✐❞✐ss❡✉r ❀
• ▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r a3✳
▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r a1 ❡st ❧✐é❡ ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱
a1 =
a
2
− a2 − a3, ✭✻✳✶✮
t❛♥❞✐s q✉❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✬✐♥❝❧✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛r♦✐ ❞✉ r❛✐❞✐ss❡✉r ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r
θ = arctan

 h
a3 − a2
2

 . ✭✻✳✷✮
▼ê♠❡ s✐ t♦✉s ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ét❛✐❡♥t ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❬✸❪✱ ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ♥✬✉t✐❧✐s❡ q✉❡ ❧❡s é♣❛✐ss❡✉rs tS
❡t tB✱ ❞❡ ❧❛ ♣❡❛✉ ❡t ❞✉ r❛✐❞✐ss❡✉r r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡s✳
❈❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t s♦✉♠✐s❡s à ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♥❛t✉r❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s é♣❛✐ss❡✉rs
t♦t❛❧❡s ❞❡s str❛t✐✜és ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧✬❯❘ s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✐s❝rèt❡s ❡t ❧❡✉r ♣❛s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡st
é❣❛❧ à ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞✬✉♥ ♣❧✐ ✉♥✐t❛✐r❡ tply ✭t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✶✮ ✿
tα = nαtply, α = S,B, ✭✻✳✸✮
❛✈❡❝ nS ❡t nB ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❝♦✉❝❤❡s ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧❡s str❛t✐✜és ❞❡ ❧❛ ♣❡❛✉ ❡t ❞✉ r❛✐❞✐ss❡✉r
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♦♣t✐♠❛❧❡s ❞❡s é♣❛✐ss❡✉rs ❞❡s str❛t✐✜és✱ tS
❡t tB✱ tr♦✉✈é❡s ❧♦rs ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r❡♠✐❡r ♥✐✈❡❛✉ ✜①❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ♣❧✐s✱ nS ❡t
nB✱ ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❡❝♦♥❞ ♥✐✈❡❛✉✳ ▲❡s ❛✉tr❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞✉ ♣❛♥♥❡❛✉
s♦♥t ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❞♦♥♥és ❛✉ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✷✳ ▲❡ ✈❡❝t❡✉r ξTg r❡❣r♦✉♣❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✿
ξTg = {nS , nB} . ✭✻✳✹✮
❙❡❧♦♥ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❋❙❉❚ ❬✷✸✺❪✱ ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t q✉✐ ré❣✐ss❡♥t ❧❡ str❛t✐✜é ✭❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡
❣❧♦❜❛❧ R = {0;x, y, z}✮ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❢♦r♠✉❧é❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿{
N
M
}
=
(
A B
B D
){
ǫ0
χ0
}
, ✭✻✳✺✮
F = Hγ0 ✭✻✳✻✮
♦ù A✱ B ❡t D s♦♥t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ r✐❣✐❞✐té ❞✉ str❛t✐✜é ❡♥ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ ❡♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♠❡♠❜r❛♥❡✴✲
✢❡①✐♦♥ ❡t ❡♥ ✢❡①✐♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ t❛♥❞✐s q✉❡ H ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r✐❣✐❞✐té ❡♥ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ❤♦rs
♣❧❛♥✳ N✱ M ❡t F s♦♥t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡s ❡✛♦rts ❞❡ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ ❞❡ ♠♦♠❡♥ts ❞❡ ✢❡①✐♦♥ ❡t ❞❡s ❡✛♦rts
❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥✐té ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❛❧♦rs q✉❡ ǫ0✱ χ0 ❡t γ0 s♦♥t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥✱ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡s ❡t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ❤♦rs ♣❧❛♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱
❞✉ ♣❧❛♥ ♠é❞✐❛♥ ❞✉ str❛t✐✜é ✭❝❡s éq✉❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❱♦✐❣t ❬✷✸✺❪✮✳
✶✻✶
a ❬♠♠❪ ✶✺✵✳✵✵
b ❬♠♠❪ ✻✵✵✳✵✵
a2 ❬♠♠❪ ✶✺✳✵✵
a3 ❬♠♠❪ ✷✶✳✺✵
h ❬♠♠❪ ✸✵✳✵✵
Mref ❬❑❣❪ ✵✳✾✷
λref ❬◆❪ ✹✹✺✵✼✹
❙éq✉❡♥❝❡ ❞✬❡♠♣✐❧❡♠❡♥t P✐è❝❡ ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❧✐s
[(45/− 45/902)2 / (45/− 45)3]s ♣❡❛✉ ✭S✮ ✷✽
[452/02/− 452/904/− 452/02/452]s r❛✐❞✐ss❡✉r ✭B✮ ✸✷
❚❛❜❧❡❛✉ ✻✳✷ ✕ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ ♣❛♥♥❡❛✉ r❛✐❞✐
❆✜♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ré♣♦♥s❡ é❧❛st✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ str❛t✐✜é✱ ✐❧ ❡st ❝♦✉r❛♥t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s
❞❡ r✐❣✐❞✐té ♥♦r♠❛❧✐sé❡s ✿
A∗ =
1
t
A, B∗ =
2
t2
B, D∗ =
12
t3
D, H∗ =


1
t
H,
12
5t
H.
✭✻✳✼✮
❛✈❡❝ t ❧✬é♣❛✐ss❡✉r t♦t❛❧❡ ❞✉ str❛t✐✜é✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♣♦❧❛✐r❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❝❡s ♠❛tr✐❝❡s
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉rs ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞✬é❧❛st✐❝✐té ❬✷✸✸✱✷✸✹❪✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❡ t❤é♦r✐❡ ❋❙❉❚✱
✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡✱ ♣♦✉r ✉♥ str❛t✐✜é q✉❛s✐✲❤♦♠♦❣è♥❡ ❡t ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♦rt❤♦tr♦♣❡ ✭✐✳❡✳
✉♥ str❛t✐✜é ❛②❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♦rt❤♦tr♦♣❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ r✐❣✐❞✐té ♥♦r♠❛❧✐sé❡s ❡♥
♠❡♠❜r❛♥❡ ❡t ❡♥ ✢❡①✐♦♥ ❡t ❞♦♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r✐❣✐❞✐té ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♠❡♠❜r❛♥❡✴✢❡①✐♦♥ ❡st ♥✉❧❧❡✮✱ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ s❛ ré♣♦♥s❡
♠é❝❛♥✐q✉❡ s✬é❧è✈❡ s❡✉❧❡♠❡♥t à tr♦✐s✳ ❈❡s tr♦✐s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣♦❧❛✐r❡s ❛♥✐s♦tr♦♣❡s
RA
∗
0K ❡t R
A∗
1 ❡t ❧✬❛♥❣❧❡ ♣♦❧❛✐r❡ Φ
A∗
1 ✭✐✳❡✳ ❧✬❛♥❣❧❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛①❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡
❞✬♦rt❤♦tr♦♣✐❡✮ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A∗✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r ✐♥tér❡ssé ♣❛r ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♣♦❧❛✐r❡ ❡st r❡♥✈♦②é ✈❡rs
❧❡s ré❢ér❡♥❝❡s ❬✷✸✸✱✷✸✹✱✷✸✻❪ ♣♦✉r ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐r ❧❡ s✉❥❡t✳
❉❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r❡♠✐❡r ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ▼❙✷▲✱
✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té s✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣♦❧❛✐r❡s
✭❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❡t ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s ♣❧✐s ❞❛♥s ❧✬❡♠♣✐❧❡♠❡♥t✮✳
❈❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞✬❛ss✉r❡r q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ str❛t✐✜é ✭❞❛♥s ❧❡
s❡❝♦♥❞ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ▼❙✷▲✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ♦♣t✐♠❛❧❡s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣♦❧❛✐r❡s
tr♦✉✈é❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♥✐✈❡❛✉ ❬✷✸✼❪✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ str❛t✐✜é ❡st q✉❛s✐✲❤♦♠♦❣è♥❡✱ ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t s❡✉❧❡♠❡♥t à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A∗ ✿

−R0 ≤ RA∗0K ≤ R0,
0 ≤ RA∗1 ≤ R1,
2
(
RA
∗
1
R1
)2
− 1− R
A∗
0K
R0
≤ 0.
✭✻✳✽✮
✶✻✷
❉❛♥s ❧✬éq✳ ✭✻✳✽✮✱ R0 ❡t R1 s♦♥t ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r✐❣✐❞✐té ré❞✉✐t❡ ❞✉
♣❧✐ ❬✸✱ ✷✸✸❪✳ ■❧ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s q✉❛♥t✐tés s❛♥s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
ρ0 =
RA
∗
0K
R0
, ρ1 =
RA
∗
1
R1
. ✭✻✳✾✮
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❧✬éq✳ ✭✻✳✽✮ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ✿

−1 ≤ ρ0 ≤ 1,
0 ≤ ρ1 ≤ 1,
2 (ρ1)
2 − 1− ρ0 ≤ 0.
✭✻✳✶✵✮
❈❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s str❛t✐✜és ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧✬❯❘
❞✉ ♣❛♥♥❡❛✉ ✭✐✳❡✳ ❧❡ str❛t✐✜é ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❛ ♣❡❛✉ ❡t ❝❡❧✉✐ ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧❡ r❛✐❞✐ss❡✉r✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛
❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✬♦rt❤♦t♦tr♦♣✐❡ ❞❡s str❛t✐✜és ♣❡✉t êtr❡ ✜①é❡ à ③❡r♦ ✭✐✳❡✳ ΦA
∗
1 = 0 ♣♦✉r ❧❛ ♣❡❛✉
❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ r❛✐❞✐ss❡✉r✮✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧✬❛①❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✬♦rt❤♦tr♦♣✐❡ ❡st ❝♦♥❢♦♥❞✉ ❛✈❡❝ ❧❛
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡✳ ▲❡ ✈❡❝t❡✉r ξTm r❡❣r♦✉♣❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥
s❛♥s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ✿
ξTm = {ρ0S , ρ1S , ρ0B, ρ1B} . ✭✻✳✶✶✮
Pr♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡t str❛té❣✐❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r❡♠✐❡r ♥✐✈❡❛✉ ✭à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✮ ❡st ❞❡
♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡ ❧✬❯❘ ❞✉ ♣❛♥♥❡❛✉ r❛✐❞✐ ❡♥ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡
❞✐✛ér❡♥t❡s ♥❛t✉r❡s✳ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ s♦♥t r❡❣r♦✉♣é❡s ❞❛♥s ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ξT ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡
s✉✐✈❛♥t❡ ✿
ξT =
{
ξTg , ξ
T
m
}
. ✭✻✳✶✷✮
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ q✉✐ ❡♥ rés✉❧t❡ ❡st ✉♥ ❈◆▲PP ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
minξ
M (ξ)
Mref
,
s✉❥❡t à ✿

1.05− λ (ξ)
λref
≤ 0,
2 (ρ1S)
2 − 1− ρ0S ≤ 0,
2 (ρ1B)
2 − 1− ρ0B ≤ 0,
✭✻✳✶✸✮
▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ♣r❡♠✐❡r ♥✐✈❡❛✉ s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✸✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✻✳✶✸✮✱ M ❡st ❧❛ ♠❛ss❡
t♦t❛❧❡ ❞❡ ❧✬❯❘ ❡t λ ❡st ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞❡ ❞❡ ✢❛♠❜❛❣❡ ❞✉ ♣❛♥♥❡❛✉ r❛✐❞✐ t❛♥❞✐s
q✉❡ Mref ❡t λref s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❛♥t✐tés ♣♦✉r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ s♦✉♠✐s❡ ❛✉① ♠ê♠❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧✐♠✐t❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s à ❧✬❯❘ ❞✉ ♣❛♥♥❡❛✉ ❡t ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡
❛✉ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✷✳
✶✻✸
❱❛r✐❛❜❧❡ ❞❡
❝♦♥❝❡♣t✐♦♥
❚②♣❡ ▲✐♠✐t❡
✐♥❢ér✐❡✉r❡
▲✐♠✐t❡
s✉♣ér✐❡✉r❡
P❛s
ρ0S ❝♦♥t✐♥✉ ✲✶✳✵ ✶✳✵ ✲
ρ1S ❝♦♥t✐♥✉ ✵✳✵ ✶✳✵ ✲
ρ0B ❝♦♥t✐♥✉ ✲✶✳✵ ✶✳✵ ✲
ρ1B ❝♦♥t✐♥✉ ✵✳✵ ✶✳✵ ✲
nS ❡♥t✐❡r ✷✵ ✸✷ ✶
nB ❡♥t✐❡r ✷✵ ✸✷ ✶
❚❛❜❧❡❛✉ ✻✳✸ ✕ ❉♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r❡♠✐❡r ♥✐✈❡❛✉
❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ▼❙✷▲
▲❡ ❈◆▲PP ✭✻✳✶✸✮ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♥♦♥✲❝♦♥✈❡①❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♦♠é✲
tr✐q✉❡s ❡t ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥✳ ▲❛ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té ❡t ❧❛ ♥♦♥✲❝♦♥✈❡①✐té rés✉❧t❡♥t ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡
❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ✢❛♠❜❛❣❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥♦♥✲❝♦♥✈❡①❡✳ ▲❛ ❝♦♠✲
♣❧❡①✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✉❣♠❡♥té❡ ♣❛r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té s✉r
❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣♦❧❛✐r❡s ❞❡s str❛t✐✜és✳ ❆ ♥♦t❡r é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ♥❡ s♦♥t
♣❛s t♦✉t❡s ❞✉ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❡t✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s nS ❡t nB s♦♥t ❞❡ t②♣❡ ❡♥t✐❡r✱ ❝❡ q✉✐
r❡♥❞ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ✐♥✉t✐❧✐s❛❜❧❡s ✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✮✳
❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛ été tr❛✐té ♣❛r ▼♦♥t❡♠✉rr♦ ❬✸❪ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❊❘❆❙▼❯❙
✭♣rés❡♥té❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✮ ❝♦✉♣❧é❡ à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ✭♣♦✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞❡ ❞❡ ✢❛♠❜❛❣❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡✮✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛✐t
♣r♦✉✈é❡ s♦♥ ❡✣❝❛❝✐té ✭❣❛✐♥ ❞❡ ♠❛ss❡ ❞❡ ✶✶✳✺% ❡t ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞✬❡♥✈✐r♦♥
✾% ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✮✱ ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✐é ❛✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞❡ ❞❡ ✢❛♠❜❛❣❡ ❞✉
♠♦❞è❧❡ ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❝♦✉♣❧é à ❧✬❆● ❊❘❆❙▼❯❙✳ ❉❛♥s ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞✬✉♥
♠ét❛♠♦❞è❧❡ ♣❡✉t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❣❛❣♥❡r ✉♥ t❡♠♣s ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳
❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞❡ ❞❡ ✢❛♠❜❛❣❡✳ ▲❡ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ♦❜t❡♥✉ s❡r❛ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r
❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r❡♠✐❡r ♥✐✈❡❛✉ ✭✻✳✶✸✮ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✹ ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s
s❡r♦♥t ❝♦♠♣❛rés à ❝❡✉① ❞❡ ❬✸❪✳
✻✳✷✳✹ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ▼❙✷▲
▲❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❡♠♣❧♦②é❡ ♥✬✐♥t❡r✈✐❡♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛
str❛té❣✐❡ ▼❙✷▲✱ t♦✉t❡❢♦✐s✱ ✉♥❡ ❜rè✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐❞éré ❡st ❢♦✉r♥✐❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡
s❡❝t✐♦♥ à t✐tr❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ❧❡❝t❡✉r✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ✈✐s❡ à ❢♦✉r♥✐r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬❡♠♣✐✲
❧❡♠❡♥t ❞❡s str❛t✐✜és ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❛ ♣❡❛✉ ❡t ❧❡ r❛✐❞✐ss❡✉r✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❛✉ ♠♦✐♥s
✉♥ ❡♠♣✐❧❡♠❡♥t q✉✐ s❛t✐s❢❛ss❡✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♦♣t✐♠❛❧❡s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❡t
♣♦❧❛✐r❡s tr♦✉✈és ♣❛r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r❡♠✐❡r ♥✐✈❡❛✉ ❡t✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡s s②♠étr✐❡s
é❧❛st✐q✉❡s ✐♠♣♦sé❡s ❛✉① str❛t✐✜és ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r❡♠✐❡r ♥✐✈❡❛✉✱ ✐✳❡✳ str❛t✐✲
✜és q✉❛s✐✲❤♦♠♦❣è♥❡s ❡t ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♦rt❤♦tr♦♣❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❋❙❉❚ ❡t ❛✈❡❝ ❧❡
✶✻✹
❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♣♦❧❛✐r❡ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ r✐❣✐❞✐té ❞❡s str❛t✐✜és✱ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❡✉t êtr❡
❢♦r♠✉❧é ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ s❛♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
min
δ
I (fi (δ)) , ✭✻✳✶✹✮
❛✈❡❝
I (fi (δ)) =
6∑
i=1
fi (δ) , ✭✻✳✶✺✮
♦ù δ ∈ Rn ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦✉❝❤❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❡ str❛t✐✜é✱
✐✳❡✳ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♥✐✈❡❛✉✱ t❛♥❞✐s q✉❡ fi (δ) s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣♦❧❛✐r❡s✱ ❝❤❛❝✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ à
s❛t✐s❢❛✐r❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬♦rt❤♦tr♦♣✐❡✱ ❧❡ ❞é❝♦✉♣❧❛❣❡ ♠❡♠❜r❛♥❡✴✢❡①✐♦♥✱ ❡t❝✳ P♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐❞éré✱
❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
f1 (δ) =

 |ΦA∗0 (δ)− ΦA∗1 (δ) |
π
4
−KA∗(opt)

2 , ✭✻✳✶✻✮
f2 (δ) =
(
RA
∗
0 (δ)−RA
∗(opt)
0
R0
)2
, ✭✻✳✶✼✮
f3 (δ) =
(
RA
∗
1 (δ)−RA
∗(opt)
1
R1
)2
, ✭✻✳✶✽✮
f4 (δ) =

 |ΦA∗1 (δ)− ΦA∗(opt)1 |
π
4

2 , ✭✻✳✶✾✮
f5 (δ) =
(‖C (δ) ‖
Q
)2
, ✭✻✳✷✵✮
f6 (δ) =
(‖B∗ (δ) ‖
Q
)2
, ✭✻✳✷✶✮
♦ù f1 (δ) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬♦rt❤♦tr♦♣✐❡ ❞✉ str❛t✐✜é ✭✐♠♣♦sé❡ ♣❛r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ KA
∗
q✉✐
❡st ❧✐é❡ ❛✉ s✐❣♥❡ ❞❡ ρ0 ♦❜t❡♥✉ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ▼❙✷▲✮✱ f2 (δ)✱ f3 (δ)
❡t f4 (δ) s♦♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧✐é❡s ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ♦♣t✐♠❛❧❡s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣♦❧❛✐r❡s ❢♦✉r♥✐s ♣❛r ❧❛
rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ t❛♥❞✐s q✉❡ f5 (δ) ❡t f6 (δ) s♦♥t r❡❧✐é❡s ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❞❡ q✉❛s✐✲❤♦♠♦❣é♥é✐té✳
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ I (fi (δ)) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s❡♠✐✲❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡t ❝♦♥✈❡①❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛✲
r❛♠ètr❡s ♣♦❧❛✐r❡s ❞✉ str❛t✐✜é ❝❛r ❡❧❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥✈❡①❡s✳ ❈❡✲
♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❤❛✉t❡♠❡♥t ♥♦♥✲❝♦♥✈❡①❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡s ♣❧✐s ❝❛r ❧❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ♣♦❧❛✐r❡s ❞✉ str❛t✐✜é ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡s ❞❡s ❛♥❣❧❡s ❞✬♦r✐❡♥t❛✲
t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦✉❝❤❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ I (fi (δ)) ❡st ❝♦♥♥✉ ❛ ♣r✐♦r✐ ♣✉✐sq✉✬✐❧
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ♥✉❧❧❡s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉✐ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❡♥t ❬✷✸✸✱✷✸✹❪✳ ■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r
✶✻✺
q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✻✳✶✹✮ ❞♦✐t êtr❡ rés♦❧✉ ❞❡✉① ❢♦✐s ✿ ✉♥❡ ❢♦✐s ♣♦✉r ❧❡ str❛t✐✜é ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧❛ ♣❡❛✉
❡t ✉♥❡ ❢♦✐s ♣♦✉r ❝❡❧✉✐ ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧❡ r❛✐❞✐ss❡✉r✳
❉❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✻✳✶✹✮ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧✬❡♠✲
♣✐❧❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧ ❡st r❡str❡✐♥t à ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ str❛t✐✜és q✉❛s✐✲❤♦♠♦❣è♥❡s ✿ ❧❡s sé✲
q✉❡♥❝❡s ❞✬❡♠♣✐❧❡♠❡♥t ◗❚ ✭◗✉❛s✐✲❚r✐✈✐❛❧✮ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡①❛❝t❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt
❛✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ q✉❛s✐✲❤♦♠♦❣é♥é✐té ✭✐✳❡✳ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f5 (δ) ❡t f6 (δ) s♦♥t ♥✉❧❧❡s ♣♦✉r ❝❡s ❡♠♣✐✲
❧❡♠❡♥ts✮✳ ❇✐❡♥ q✉❡ très ✐♥tér❡ss❛♥t❡✱ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡
❡t ❧❡❝t❡✉r s♦✉❤❛✐t❛♥t ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐r ❧❡ s✉❥❡t ❡st r❡♥✈♦②é ✈❡rs ❧❡s ré❢ér❡♥❝❡s ❬✸✱ ✷✸✽✱✷✸✾❪✳
✻✳✸ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❍❊❘❖ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♠ét❛♠♦✲
❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞❡ ❞❡ ✢❛♠❜❛❣❡ ❞✉
♣❛♥♥❡❛✉ r❛✐❞✐ R6 → R
✻✳✸✳✶ ●é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
❈♦♠♠❡ é✈♦q✉é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
❞❡ ♣r❡♠✐❡r ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ▼❙✷▲ ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✐é ❛✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❝r✐t✐q✉❡
❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞❡ ❞❡ ✢❛♠❜❛❣❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡✳ ❆✜♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❡t ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞✉ ♣❛♥♥❡❛✉ r❛✐❞✐✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ✉♥ ♠ét❛♠♦❞è❧❡
❣é♥éré à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❍❊❘❖ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞❡ ❞❡ ✢❛♠❜❛❣❡ ❞❡ ❧❛
str✉❝t✉r❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♣❛r❛♠étr❡r ❧❡ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ s♦♥t ♦❜t❡♥✉s à
❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❆◆❙❨❙✳ ▲❛ ❝❤❛r❣❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ✢❛♠❜❛❣❡
❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ✢❛♠❜❛❣❡ ✭✐✳❡✳ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✮✳
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ✢❛♠❜❛❣❡ λ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❡t ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞✉ ♣❛♥♥❡❛✉ r❛✐❞✐ ✿
λ = λ (ξ)
= λ (nS , nB, ρ0S , ρ1S , ρ0B, ρ1B) .
✭✻✳✷✷✮
▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞❡s str❛t✐✜és ❞❡ ❧❛ ♣❡❛✉ ❡t ❞✉ r❛✐❞✐ss❡✉r ét❛♥t ❝♦♥♥✉❡s ✭✐✳❡✳ ❧❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛ss✉r❡r q✉✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛✉ ♠♦✐♥s✱ ❡①✐st❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❡❝♦♥❞
♥✐✈❡❛✉✮✱ ❝❢✳ éq✳ ✭✻✳✶✵✮✱ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ♥❡ s❡r♦♥t ♣❛s ♣r✐s ❞❛♥s ❧❡s ③♦♥❡s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♥❡ r❡s♣❡❝t❛♥t
❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ét❛♥t ❞✉❡s à ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡s✱ ❧❛ ♠♦r♣❤♦✲
❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ✈❛r✐❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡s ξm✳ ❈❡❧❛
✐♠♣♦s❡✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✮✱ ❞❡ ✜❧tr❡r ❧❡s
♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❝❡✉① ❞♦♥t ❧❡ s✉♣♣♦rt ❧♦❝❛❧ s❡ s✐t✉❡ ❞❛♥s
❧❡s ③♦♥❡s r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭✻✳✶✵✮✳
▲❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ✢❛♠❜❛❣❡
λ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s nS ✱ nB✱ ρ0S ✱ ρ1S ✱ ρ0B ❡t ρ1B✱ ❡t ❡st st♦❝❦é❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ à s✐① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s Q✱ ❛✈❡❝
Qs1,s2,s3,s4,s5,s6 = λ(n
s1
S , n
s2
B , ρ
s3
0S , ρ
s4
1S , ρ
s5
0B, ρ
s6
1B), sk = 0, ..., rk. ✭✻✳✷✸✮
✶✻✻
▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s u(k)sk ✱ k = 1, ..., 6✱ s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
u(1)s1 =
ns1S − 20
32− 20 , n
s1
S ∈ [20, 32] , ✭✻✳✷✹✮
u(2)s2 =
ns2B − 20
32− 20 , n
s2
B ∈ [20, 32] , ✭✻✳✷✺✮
u(3)s3 =
ρs30S − (−1)
1− (−1) , ρ
s3
0S ∈ [−1, 1] , ✭✻✳✷✻✮
u(4)s4 = ρ
s4
1S , ρ
s4
1S ∈ [0, 1] , ✭✻✳✷✼✮
u(5)s5 =
ρs50B − (−1)
1− (−1) , ρ
s5
0B ∈ [−1, 1] , ✭✻✳✷✽✮
u(6)s6 = ρ
s6
1B, ρ
s6
1B ∈ [0, 1] . ✭✻✳✷✾✮
▲✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ✢❛♠❜❛❣❡ ❡st
✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ H(u) : R6 → R✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s s❛♥s ❞✐♠❡♥s✐♦♥ u(k) s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r
❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
u(1) =
nS − 20
32− 20 , nS ∈ [20, 32] , ✭✻✳✸✵✮
u(2) =
nB − 20
32− 20 , nB ∈ [20, 32] , ✭✻✳✸✶✮
u(3) =
ρ0S − (−1)
1− (−1) , ρ0S ∈ [−1, 1] , ✭✻✳✸✷✮
u(4) = ρ1S , ρ1S ∈ [0, 1] , ✭✻✳✸✸✮
u(5) =
ρ0B − (−1)
1− (−1) , ρ0B ∈ [−1, 1] , ✭✻✳✸✹✮
u(6) = ρ1B, ρ1B ∈ [0, 1] . ✭✻✳✸✺✮
■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❡ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ nα
✭α = S,B✮ ♥♦♥ ❡♥t✐èr❡s✱ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs ♥✬❛✉r❛✐t ❛✉❝✉♥ s❡♥s ♣❤②s✐q✉❡ ❡t s❡✉❧❡s ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ u(1) ❡t
u(2) ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡♥t✐èr❡s ❞❡ nS ❡t nB ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s✳
▲❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❣râ❝❡ à ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❆◆❙❨❙ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ✢❛♠❜❛❣❡ à ♣❛rt✐r
❧✬❯❘ ❞✉ ♣❛♥♥❡❛✉ r❛✐❞✐✱ ❡t ♥♦♥ ♣❛s ❞✉ ♣❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♣❧❡t✳ ▲❛ ✜❣✳ ✻✳✷ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ é❧é♠❡♥ts
✜♥✐s ❞❡ ❧✬❯❘ ✉t✐❧✐sé✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t ❛✈❡❝ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ t②♣❡ ❝♦q✉❡ à ❤✉✐t ♥÷✉❞s
✭❙❍❊▲▲✷✽✶✮ ❡t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠✉❧t✐✲♣♦✐♥t ❝♦♥str❛✐♥ts ✭▼P❈✶✽✹✮✱ t♦✉s ❞❡✉① ❝♦♥st✐t✉és
❞❡ s✐① ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ✭❉❖❋s✮ ♣❛r ♥÷✉❞✳ ▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❙❍❊▲▲✷✽✶
❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ r✐❣✐❞✐té ❤♦♠♦❣è♥❡s A∗✱ B∗✱ D∗ ❡t H∗✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts
▼P❈✶✽✹ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛ss✉r❡r ❧❛ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❛ ♣❡❛✉ ❡t ❧❡
r❛✐❞✐ss❡✉r✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s é❧é♠❡♥ts ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ♠✉❧t✐✲
♣♦✐♥t ❝♦♥str❛✐♥t ❬✷✹✵❪✳ ❉❡s é❧é♠❡♥ts ▼P❈✶✽✹ s♦♥t ❞é✜♥✐s ❡♥tr❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❡♥ ✈✐s à
✈✐s s✉r ❧❛ ♣❡❛✉ ❡t ❧❡ r❛✐❞✐ss❡✉r ✭❝❢✳ ✜❣✳ ✻✳✷✮✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ▼P❈✶✽✹ s♦♥t ❞é✜♥✐s
✶✻✼

❛✈❡❝ ui ❡t βi ❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❡t r♦t❛t✐♦♥s ♥♦❞❛❧❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ t❛♥❞✐s q✉❡ Fx ❡st ❧❛ ❝♦♠♣♦✲
s❛♥t❡ s❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ x ❞❡ ❧✬❡✛♦rt ♥♦❞❛❧✳
■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ✢❛♠❜❛❣❡ ❞✉ ♣❛♥♥❡❛✉ r❛✐❞✐ ❡st
❡✛❡❝t✉é ❣râ❝❡ à s♦♥ ❯❘ ❡t✱ ❞❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧✐♠✐t❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡s✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❝❡❧❛ ✐♠♣♦s❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡ ♣❛♥♥❡❛✉ ❡st ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✧✐♥✜♥✐❡✧
s❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ y✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧✐♠✐t❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ✭P❇❈s✮ ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
ui
(
x,−a
2
, 0
)
− ui
(
x,
a
2
, 0
)
= 0, ∀x ∈ ]0, b[ , i = x, y, z,
βi
(
x,−a
2
, 0
)
− βi
(
x,
a
2
, 0
)
= 0, ∀x ∈ ]0, b[ , i = x, y, z.
✭✻✳✸✼✮
▲❡s P❇❈s ❞❡ ❧✬éq✳ ✭✻✳✸✼✮ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❞é✜♥✐❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❛✉①
❜♦r❞s ❧❛tér❛✉① ❞❡ ❧❛ ♣❡❛✉ ✭✐✳❡✳ ❧❡s ❧✐❣♥❡s s✐t✉é❡s à y = ±a2 ✮ à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❝❡✉① s✐t✉és à x = 0
❡t x = b q✉✐ s♦♥t ❞é❥à r❡❧✐és ❛✉① ♥÷✉❞s ♣✐❧♦t❡s A ❡t B r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ▲❡s P❇❈s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s à
❧✬❛✐❞❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭❈❊s✮ ❞✬❆◆❙❨❙ ❬✷✹✵❪ ❡♥tr❡ ❧❡s ♥÷✉❞s ❤♦♠♦❧♦❣✉❡s ❞❡s ❜♦r❞s
❧❛tér❛✉① ❞❡ ❧❛ ♣❡❛✉✳
✻✳✸✳✷ ▼ét❛♠♦❞è❧❡ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❍❊❘❖
❆✜♥ ❞❡ ♣❛r❛♠étr❡r ❧❡ ♠ét❛♠♦❞è❧❡✱ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❍❊❘❖ ✭❞é❝r✐t❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✮ ❡st ❡♠♣❧♦②é❡✳
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❧❡ ❈◆▲PP tr❛✐té ♣❛r ❊❘❆❙▼❯❙ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
minxI φ(xI) = a×
1
6
∑6
k=1
nk
rk
+ (1− a)× 1
6
∑6
k=1
pk
pmaxk
, a = 0.5,
s✉❥❡t à ✿

ǫ
(max)
λ (xI) ≤ ǫ(max)max ,
ǫ
(moy)
λ (xI) ≤ ǫ(moy)max ,
0 < U
(k)
lk
< 1, lk = pk + 1, ...,mk − pk + 1, k = 1, ..., 6,
U
(k)
lk
≤ U (k)lk+1, lk = pk + 1, ...,mk − pk, k = 1, ..., 6,
nk − pk ≥ 0, k = 1, ..., 6,
nCP ≤ nTP ,
✭✻✳✸✽✮
♦ù xI ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ❧❡s 6 ❞❡❣rés pk✱ ❧❡s 6 t❛✐❧❧❡s ❞❡s
❦♥♦t ✈❡❝t♦rs mk + 1 ❡t ❧❡s mk − 2pk − 1 ✈❛❧❡✉rs ✐♥t❡r♥❡s ❞❡s ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs✳ ▲✬❡rr❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ✢❛♠❜❛❣❡ ǫ(max)λ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
ǫ
(max)
λ = max
us1,...,s6
(
|H(us1,...,s6)− λ
(
ns1S , n
s2
B , ρ
s3
0S , ρ
s4
1S , ρ
s5
0B, ρ
s6
1B
) |
λmax − λmin
)
, ✭✻✳✸✾✮
♦ù us1,...,s6 =
(
u
(1)
s1 , u
(2)
s2 , u
(3)
s3 , u
(4)
s4 , u
(5)
s5 , u
(6)
s6
)
r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s❛♥s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✉ ♣♦✐♥t
❝✐❜❧❡ λ
(
ns1S , n
s2
B , ρ
s3
0S , ρ
s4
1S , ρ
s5
0B, ρ
s6
1B
)
✱ sk = 0, ..., rk✱ k = 1, ..., 6✱ λmax ❡st ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ✢❛♠✲
❜❛❣❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ λmin ❡st ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❝r✐t✐q✉❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡
✶✻✾

✶✶✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡st✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❈◆▲PP ✭✻✳✸✽✮✱ nconstr = 2✳
✶✷✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s ❡st ✈❛r✐❛❜❧❡✳
✶✸✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♠♦❞✉❧❛✐r❡s ❡st é❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs✱ s♦✐t nmodular = 6✳
✶✹✳ ▲❡s ♥♦♠❜r❡s ♠✐♥✐♠✉♠s ❡t ♠❛①✐♠✉♠s ❞❡ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s s♦♥t ✜①és à nmodkchrom,min = 0 ❡t
nmodkchrom,max = rk ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t②♣❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡ ✭✐✳❡✳ k = 1, ..., 6✮✳
✶✺✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡s ✐♥❞✐✲
✈✐❞✉s ❡st t♦✉❥♦✉rs nstdchrom = 1✳
✶✻✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣è♥❡s ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ st❛♥❞❛r❞ ❡st é❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞❡❣rés à ✜①❡r✱ s♦✐t nstdgene = 6✳
✶✼✳ ▲❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❣è♥❡s ❞❡s ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♠♦❞✉❧❛✐r❡s s♦♥t✱ q✉❡❧❧❡
q✉❡ s♦✐t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ✭✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦✉ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✮✱ nmodkgene = 1✱ k = 1, ..., 6✳
✶✽✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡st nvar = 2✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ■❧ s✬❛❣✐t
❞❡s ❞❡❣rés pk ❡t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ✐♥t❡r♥❡s ❞❡s ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs ✿
✖ ❉❡❣ré ✿
• ◆♦♠ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✿ ❞❡❣ré
• ◆❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✿ ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞✐s❝rét✐sé❡ ✭r❡❣✉❧❛r❴❞✐s❝r✮✳
• ▲❛ ❧✐♠✐t❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✿ pmink = 1✳
• ▲❛ ❧✐♠✐t❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✿ pmaxk = 7✳
• ▲❡ ♣❛s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ✿ ✶
✖ ❱❛❧❡✉r ❞❡ ♥÷✉❞ ✿
• ◆♦♠ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✿ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ♥÷✉❞
• ◆❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✿ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✭❡①t❡♥❞❡❞✮✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡st
ré❛❧✐sé❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ❊❘❆❙▼❯❙ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ♠❛❝❤✐♥❡
✭✐✳❡✳ ♣❛s ❞❡ ♣❛s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ à ✜①❡r✮✳
• ▲❛ ❧✐♠✐t❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✿ 0 + ǫ ❛✈❡❝ ǫ = 0.0001✳
• ▲❛ ❧✐♠✐t❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✿ 1− ǫ✳
❆♣rès q✉✬❊❘❆❙▼❯❙ ❛✐t ❛tt❡✐♥t s♦♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ q✉✬✐❧ r❡♥✈♦✐❡ s❡rt ❞❡ ♣♦✐♥t ❞❡
❞é♣❛rt ♣♦✉r ❧❡ ❈◆▲PP s✉✐✈❛♥t ✿
minxII ψ
(30)(xII) =
[∑r1
s1=0
· · ·∑r6s6=0 (HxII(us1,...,s6)− λ(ns1S , ns2B , ρs30S , ρs41S , ρs50B, ρs61B))30](
1
30
)
[∑r1
s1=0
· · ·∑r6s6=0 (H0(us1,...,s6)− λ(ns1S , ns2B , ρs30S , ρs41S , ρs50B, ρs61B))30](
1
30
)
,
s✉❥❡t à ✿

0 < U
(k)
lk
< 1, lk = pk + 1, ...,mk − pk + 1, k = 1, ..., 6,
U
(k)
lk
≤ U (k)lk+1, lk = pk + 1, ...,mk − pk, k = 1, ..., 6,
ωi1,...,i6 ≥ 0, ik = 0, ..., nk,
✭✻✳✹✶✮
✶✼✶
♦ù HxII ❡st ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ xII t❛♥❞✐s
q✉❡ H0 ❡st ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ x
(0)
II ❢♦✉r♥✐
♣❛r ❊❘❆❙▼❯❙✳ ▲❡ ✈❡❝t❡✉r xII r❡❣r♦✉♣❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
xII =
(
U
(1)
p1+1
, · · · , U (1)m1−p1+1, · · · , U
(6)
p6+1
, · · · , U (6)m6−p6+1,Ω
)
. ✭✻✳✹✷✮
❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣rés❡♥té❡s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ❝❡rt❛✐♥❡s s♦❧✉t✐♦♥s r❡♥✈♦②é❡s ♣❛r ❊❘❆❙✲
▼❯❙ ♦♥t ♥é❝❡ss✐té ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐❞s ♣❛r♠✐ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r xII ✭✐✳❡✳
Ω 6= ∅✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❛✜♥ ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❧❡ ❈◆▲PP ✭✻✳✹✶✮ ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t tr❛✐té
♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❢♠✐♥❝♦♥ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ❈◆▲PP ✭✻✳✹✶✮ s♦♥t
❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❝✐✲❛♣rès ♦♥t été ♦❜t❡♥✉s à ♣❛rt✐r ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡
♣♦✐♥ts ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞♦♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s♦♥t ❢♦✉r♥✐❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✹✳ ❆✜♥ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ str❛té❣✐❡
❞✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✧❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣❛r ❞✐♠❡♥s✐♦♥✧✱ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s
❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ♦r❞♦♥♥é✳ ❖r✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐❛♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥✱ ❛ss♦❝✐é ❛✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞❡s str❛t✐✜és ✭❝❢✳ ❈◆▲PP ✭✻✳✶✸✮✱ ✐♠♣❧✐q✉❡♥t
q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s s♦♥t ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢❛✐s❛❜❧❡✳ ▲❛ ❝❤❛r❣❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ✢❛♠❜❛❣❡
♥✬❛ ❜✐❡♥ sûr ♣❛s été ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥ ❝❡s ♣♦✐♥ts ♠❛✐s ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ♣❛r♠✐ ❧❡s ♣♦✐♥ts
❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ s❡✉❧s ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢❛✐s❛❜❧❡ s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés✳ ❈✬❡st
♣♦✉rq✉♦✐✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢❛✐s❛❜❧❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥❞✐q✉é ❞❛♥s ❧❡
t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✹✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞♦♥t ❧❡ s✉♣♣♦rt ❧♦❝❛❧ ♥✬❡st q✉❡
❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♥♦♥✲❢❛✐s❛❜❧❡ ❞❡s str❛t✐✜és s♦♥t✱ ❞❡ t♦✉t❡ ❢❛ç♦♥✱ ✜❧trés ❡♥ ❛♠♦♥t ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s
❝♦♦r❞♦♥♥é❡s✳
❇❛s❡ ❞❡
❞♦♥♥é❡s
◆♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ✭rk + 1✮ ◆♦♠❜r❡ t♦t❛❧
❞❡ ♣♦✐♥ts
◆♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❛♥s
❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢❛✐s❛❜❧❡nS nB ρ0S ρ1S ρ0B ρ1B
❇❉❉ ✶ ✼ ✼ ✼ ✼ ✼ ✼ 117 649 47 089
❇❉❉ ✷ ✾ ✾ ✾ ✾ ✾ ✾ 531 441 210 681
❇❉❉ ✸ ✷ ✷ ✺ ✺ ✺ ✺ 11 664 5 184
❇❉❉ ✹ ✸ ✸ ✶✵ ✶✵ ✶✵ ✶✵ 160 000 65 536
❚❛❜❧❡❛✉ ✻✳✹ ✕ Pr♦♣r✐étés ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ♣❛r❛♠étr❡r ❡t ✈❛❧✐❞❡r ❧❡s ♠ét❛♠♦❞è❧❡s
▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✺ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✶ ♣♦✉r ♣❛r❛♠étr❡r
❧❡ ♠ét❛♠♦❞è❧❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛rés à ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡
♣rés❡♥té❡ ❡♥ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▲❡ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ❡st ♣❛r❛♠étré ❞❛♥s ✉♥❡ ♦♣t✐q✉❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❡t ♣❛s ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ nCP < nTP ✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ✐❧ ❡st très ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r
q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❞❡❣rés✱ s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s✳
❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❞❡❣rés✱ ❝❡❧❛ ♥❡ ♣❛r❛ît ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ♣❛s ét♦♥♥❛♥t ❝❛r✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡
❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ét❛♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡✱ ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ❞❡❣ré s❡ rés✉♠❡ à ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ❡t ❞♦♥❝ ❧❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❧♦rsq✉❡ nk − pk = 0✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❧✉s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ✐♥t❡r♥❡s ❞❛♥s ❧❡ ❦♥♦t✲✈❡❝t♦r U(k)✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s
✶✼✷
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✭♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ♣❡✉ é❧❡✈é ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✮✱ ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s
❞❡❣rés pk ❢❛✐❜❧❡s ❡st ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t✳
❱❛r✐❛❜❧❡ nS nB ρ0S ρ1S ρ0B ρ1B ◆♦♠❜r❡
t♦t❛❧ ❞❡
♣♦✐♥ts
❊rr❡✉r
♠❛①✐♠❛❧❡
✭❚Ps✮
❊rr❡✉r
♠♦②❡♥♥❡
✭❚Ps✮
rk + 1 ✭❚Ps✮ ✼ ✼ ✼ ✼ ✼ ✼ 117 649 ǫmaxλ
✭❇❉❉ ✶✮
ǫmoyλ
✭❇❉❉ ✶✮
▼ét❤♦❞❡
✐tér❛t✐✈❡
pk ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ 100 842 7.2835e−2 1.2135e−3
nk ✻ ✻ ✻ ✻ ✻ ✺
❍❊❘❖
pk ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ 100 842
3.0691e−2
✭❊❘❆❙✲
▼❯❙✮
7.7238e−4
✭❊❘❆❙✲
▼❯❙✮
nk ✻ ✻ ✻ ✻ ✻ ✺ 3.0676e−2
✭❢♠✐♥❝♦♥✮
7.7206e−4
✭❢♠✐♥❝♦♥✮
❚❛❜❧❡❛✉ ✻✳✺ ✕ ❊rr❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ❞❡s ♠ét❛♠♦❞è❧❡s ♦❜t❡♥✉s
♣❛r ❍❊❘❖ ❡t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡ ✭❇❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ❇❉❉ ✶✮
❖♥ r❡♠❛rq✉❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ r❡♥✈♦②é❡ ♣❛r ❍❊❘❖ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉r ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ❞❡
❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ✢❛♠❜❛❣❡ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ r❡s♣❡❝t❡r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✜①é❡ s✉r ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ✭7.3e−2 > ǫ(max)max = 5e−2 ✮✳ ▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧✬❡rr❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❡st✱ q✉❛♥t à ❡❧❧❡✱ r❡s♣❡❝té❡ ✭1.2e−3 < ǫ(moy)max = 5e−3✮✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡ q✉❡✱ ♣♦✉r ❧❡s ♠ê♠❡s
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡t ❞❡❣rés✱ ❧❡ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ❣é♥éré ♣❛r ❍❊❘❖ r❡s♣❡❝t❡✱ ❧✉✐✱ ❧❡s ❞❡✉①
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭♠❛①✐♠❛❧❡ ❡t ♠♦②❡♥♥❡✮✳ ❈❡ q✉✐ ❞✐✛ér❡♥❝✐❡ ❝❡s ❞❡✉① ❤②♣❡r✲
s✉r❢❛❝❡s ◆❯❘❇❙✱ ❝❡ s♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ✐♥t❡r♥❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❦♥♦t✲✈❡❝t♦rs ❡t✱ ❞❡
♠ê♠❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣rés❡♥tés ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ❧❡✉rs ✐♠♣❛❝ts ♥✬❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ♣❛s ♥é❣❧✐✲
❣❡❛❜❧❡✳ ❊♥✜♥✱ ✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ r❡♥✈♦②é❡ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊❘❆❙▼❯❙ ❡st
❞é❥à très ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ r❡♥✈♦②é ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ P♦✉r ❝❡ ♠ét❛♠♦❞è❧❡✱
❧✬❡rr❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ét❛♥t r❡s♣❡❝té❡✱ ❧❡s ♣♦✐❞s ♥✬♦♥t ♣❛s été ✐♥tr♦❞✉✐ts ❞❛♥s ❧❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ xII ❞✉ ❈◆▲PP ✭✻✳✹✶✮✳
▼ét❛♠♦❞è❧❡
❇❉❉ ✶
ǫmaxλ ǫ
max
λ ǫ
max
λ ǫ
moy
λ ǫ
moy
λ ǫ
moy
λ
✭❚Ps✮
❇❉❉ ✶
✭✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✮
❇❉❉ ✸
✭✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✮
❇❉❉ ✹
✭❚Ps✮
❇❉❉ ✶
✭✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✮
❇❉❉ ✸
✭✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✮
❇❉❉ ✹
▼ét❤♦❞❡
✐tér❛t✐✈❡
7.2835e−2 1.0798 0.9299 1.2135e−3 1.4768e−2 1.1976e−2
❍❊❘❖ 3.0676e−2 1.6569e−1 2.4510e−1 7.7206e−4 1.2266e−2 7.5474e−3
❚❛❜❧❡❛✉ ✻✳✻ ✕ ❊rr❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❛♠♦❞è❧❡s ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❍❊❘❖ ❡t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
✐tér❛t✐✈❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❇❉❉ ✶
✶✼✸
▲✬❡rr❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♦✉❤❛✐té❡ ét❛♥t ❛tt❡✐♥t❡✱ ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✻ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❡r✲
r❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❧❡ ♠ét❛♠♦❞è❧❡
❛✈❛♥t s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥st❛t❛t✐♦♥ ❡st q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡ ❣é♥èr❡ ✉♥ ♠ét❛✲
♠♦❞è❧❡ ❞♦♥t ❧✬❡rr❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✶✵✵✪✳ ❈❡s ♣♦✐♥ts ❛❜❡rr❛♥ts
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s ③♦♥❡s ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ s♦✉✛r❛♥t ❞✬♦✈❡r✲✜tt✐♥❣✳ ❊♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✱ ❧❡ ♠ét❛✲
♠♦❞è❧❡ ❣é♥éré ♣❛r ❍❊❘❖ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ✉♥❡ ❡rr❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✶✻✳✻✪ ❡t
❞❡ ✷✹✳✶✪ s✉r ❧❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❇❉❉ ✸ ❡t ❇❉❉ ✹ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❈❡tt❡ ❡rr❡✉r ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡
à ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♦✉❤❛✐té❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ❡st ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡
❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡✳ ▲✬❡rr❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st✱ ❡❧❧❡ ❛✉ss✐✱ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡
♠ét❛♠♦❞è❧❡ ❣é♥éré ♣❛r ❍❊❘❖✳ ▼ê♠❡ s✐ ❧❡ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ❣é♥éré ♣❛r ❍❊❘❖ ❡st ❜✐❡♥ ♠❡✐❧❧❡✉r q✉❡
❝❡❧✉✐ ❣é♥éré ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡✱ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣♦✉r ❧✬✉t✐❧✐s❡r✳
❆✜♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❝❡tt❡ ❡rr❡✉r✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❛ été ❢❛✐t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s ♣♦✐❞s ♣❛r♠✐ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐✲
♠✐s❛t✐♦♥ xII ❞✉ ❈◆▲PP ✭✻✳✹✶✮✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ s❡✉✐❧ ❞✬❡rr❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st r❡s♣❡❝té
♣♦✉r ❧❡ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ❣é♥éré ♣❛r ❍❊❘❖✱ ❝❡ s❡✉✐❧ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❡s
♣♦✐❞s à ✐♥tr♦❞✉✐r❡✳ ■❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ t♦✉s ❧❡s ♣♦✐❞s ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❝❛r
❧❡✉r ♥♦♠❜r❡ ❡st tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❝❤♦✐s✐ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s ♣♦✐❞s ❞❛♥s ❧❡s ③♦♥❡s ♦✉
❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à 1e−2✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ✐♥tr♦❞✉✐ts ♣❛r♠✐ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❝❡ s❡✉✐❧ ❡st ❞❡ ✸✶✾✷✳ ❈❡ ❝❤♦✐① ❛ été ❢❛✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♥✬✉t✐❧✐s❡r q✉❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡
❞♦♥♥é❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ♣♦✉r ♣❛r❛♠étr❡r ❧❡ ♠ét❛♠♦❞è❧❡✳ ■❧ ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r
❧❡s ❛✉tr❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ③♦♥❡s ♦ù ❧✬❡rr❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st
s✉♣ér✐❡✉r❡ ❛✉ s❡✉✐❧ ✜①é ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳
▼ét❛♠♦❞è❧❡
❇❉❉ ✶
ǫmaxλ ǫ
max
λ ǫ
max
λ ǫ
moy
λ ǫ
moy
λ ǫ
moy
λ
✭❚Ps✮
❇❉❉ ✶
✭✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✮
❇❉❉ ✸
✭✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✮
❇❉❉ ✹
✭❚Ps✮
❇❉❉ ✶
✭✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✮
❇❉❉ ✸
✭✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✮
❇❉❉ ✹
▼ét❤♦❞❡
✐tér❛t✐✈❡
7.2835e−2 1.0798 0.9299 1.2135e−3 1.4768e−2 1.1976e−2
❍❊❘❖
Ω = ∅
3.0676e−2 1.6569e−1 2.4510e−1 7.7206e−4 1.2266e−2 7.5474e−3
❍❊❘❖
Ω 6= ∅
3.0618e−2 1.6564e−1 2.4528e−1 7.6177e−4 1.2292e−2 8.0544e−3
❚❛❜❧❡❛✉ ✻✳✼ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❛♠♦❞è❧❡s ❣é♥érés ❛✈❡❝ ✐♥tr♦❞✉❝✲
t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐❞s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❇❉❉ ✶
▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛♣rès ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐❞s s♦♥t ♣rés❡♥tés ❡t ❝♦♠♣❛rés ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉
✻✳✼✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❝❡ q✉✐ ❛✉r❛✐t ♣✉ êtr❡ ❛tt❡♥❞✉✱ ❧❡s ♣♦✐❞s ♦♥t ❡✉t ✉♥ ❡✛❡t très ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ s✉r
❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡✳ ❈❡ rés✉❧t❛t s❡ ✈ér✐✜❡ é❣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ♣♦✐❞s
q✉✐ r❡s♣❡❝t❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ✿
∀ωi1,...,i6 ∈ Ω, 0.99999 < ωi1,...,i6 < 1.00001. ✭✻✳✹✸✮
❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ♣♦✐❞s r❡♥✈♦②é❡s ❛♣rès ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❈◆▲PP ✭✻✳✹✶✮ s♦♥t très
♣r♦❝❤❡s ❞❡ ✶✳ ▲❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ♠❛①✐♠❛❧❡✱ ♦♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t t♦✉t❡s ❞❡✉①
✶✼✹
❞✐♠✐♥✉é❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ r❡♥✈♦②é❡ s❛♥s ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐❞s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧✬❡✛❡t ❛♣♣♦rté
❡st tr♦♣ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡♠♣s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥❣❡♥❞ré✳ ❉✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s q✉❡
❧❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✬♦♥t ♣❛s ❞✐♠✐♥✉é❡s ♠❛✐s✱ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱
❛✉❣♠❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♠✐s à ♣❛rt ❧✬❡rr❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✉r
❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❇❉❉ ✸ q✉✐ ❛ très ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞✐♠✐♥✉é❡✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s ♦♥t ❛✉❣♠❡♥té❡s✳
▲✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥✬❡st ❞♦♥❝ t♦✉❥♦✉rs ♣❛s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ♣♦✉r ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ♠ét❛♠♦❞è❧❡✳ ■❧
s❡♠❜❧❡ ❛❧♦rs ♣❡rt✐♥❡♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r t♦✉t❡s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❧❡ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ❡t
❞♦♥❝ ❞❡ ♥❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❡r ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠❛✐s ❞❛♥s ❧❡
❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳
❱❛r✐❛❜❧❡ nS nB ρ0S ρ1S ρ0B ρ1B ◆♦♠❜r❡
t♦t❛❧ ❞❡
♣♦✐♥ts
❊rr❡✉r
♠❛①✐♠❛❧❡
✭✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✮
❊rr❡✉r
♠♦②❡♥♥❡
✭✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✮
rk + 1 ✭❚Ps✮ ✼ ✼ ✼ ✼ ✼ ✼ 117 649 ǫmaxλ ǫ
moy
λ
✭❇❉❉ ✹✮ ✭❇❉❉ ✹✮
❍❊❘❖
✭npop = 3✱
nind = 200✱
ngen = 150✮
pk ✶ ✻ ✻ ✶ ✻ ✸ 117 649
1.9224e−1
✭❊❘❆❙✲
▼❯❙✮
1.6636e−2
✭❊❘❆❙✲
▼❯❙✮
nk ✻ ✻ ✻ ✻ ✻ ✻ 1.8538e−1
✭❢♠✐♥❝♦♥✮
1.9321e−2
✭❢♠✐♥❝♦♥✮
❚❛❜❧❡❛✉ ✻✳✽ ✕ ❊rr❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ❣é♥éré ♣❛r ❍❊❘❖ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✲
♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❇❉❉ ✶
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❧✉s ✈r❛✐♠❡♥t ♣❛r❧❡r ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ✧✐tér❛t✐✈❡✧ ♣✉✐sq✉❡
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡st ✜①é✱ ❛❧♦rs ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❡s ✐tér❛t✐♦♥s ♥❡ ❝♦♥❝❡r♥❡♥t q✉❡ ❧✬é✈♦✲
❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐✱ ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✽ ♥❡ ♣rés❡♥t❡ q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉
♠ét❛♠♦❞è❧❡ ❣é♥éré ♣❛r ❍❊❘❖✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✱ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛✉① ♣♦✐♥ts
❝✐❜❧❡s ❡st t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ♥✉❧❧❡✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❧❡s ❡rr❡✉rs ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡t ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❡st✐♠é❡s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s✳ ▲✬❡rr❡✉r
ét❛♥t ♠❛①✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❇❉❉ ✹✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛♣♣♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❞é❝✐❞❡r ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❡r ♣♦✉r ❧❡ ♣❛r❛♠étr❛❣❡ ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳ ▲❡
t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✽ ♠♦♥tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡s
❞❡❣rés pk r❡♥✈♦②és ♣❛r ❊❘❆❙▼❯❙✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s é❣❛✉① à ✷✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ é❣❛❧❡♠❡♥t
q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❇❉❉ ✹ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉
❝❛s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳
▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✾ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❇❉❉ ✸ ❡t ❇❉❉
✹ ♣♦✉r ❧❡ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ r❡♥✈♦②é ♣❛r ❍❊❘❖ ❡t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡✳ ❈♦♥tr❛✐r❡✲
♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ ❧✬❡rr❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
✐tér❛t✐✈❡ ❛tt❡✐♥t ❥✉sq✉✬à ✷✵✵✪✳ ❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡s ❡rr❡✉rs ♠♦②❡♥♥❡s ❞✬❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦♥t été ❛✉❣♠❡♥té❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ■❧ s❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ q✉❡✱ ♣♦✉r
❝❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞✬♦✈❡r✲✜tt✐♥❣ ❛✐t été ❛❝❝❡♥t✉é ♣❛r ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡
✶✼✺
▼ét❛♠♦❞è❧❡s
❇❉❉ ✶
✭✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✮
ǫmaxλ ǫ
max
λ ǫ
moy
λ ǫ
moy
λ
✭✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✮
❇❉❉ ✸
✭✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✮
❇❉❉ ✹
✭✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✮
❇❉❉ ✸
✭✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✮
❇❉❉ ✹
▼ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡ 1.3541 2.1786 1.9201e−2 1.6747e−2
❍❊❘❖ 1.8793e−1 1.8538e−1 1.5930e−2 1.9321e−2
❚❛❜❧❡❛✉ ✻✳✾ ✕ ❊rr❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❛♠♦❞è❧❡s ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❍❊❘❖ ❡t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
✐tér❛t✐✈❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❇❉❉ ✶ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥
♠ét❛♠♦❞è❧❡ ❣é♥éré ♣❛r ❍❊❘❖✱ ❧✬❡rr❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ♠♦②❡♥♥❡✱
♦♥t été ❞✐♠✐♥✉é❡s s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❇❉❉ ✹✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ét♦♥♥❛♥t ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❛ s❡r✈✐ à
♣❛r❛♠étr❡r ❧❡ ♠ét❛♠♦❞è❧❡✳ ▲❡s ❡rr❡✉rs ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡t ♠♦②❡♥♥❡ ♦♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t été ❛✉❣♠❡♥té❡s s✉r
❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❇❉❉ ✸✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ♣❧✉s s✉r♣r❡♥❛♥t✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t ✈❡♥✐r ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ tr♦♣ ❢❛✐❜❧❡
❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧✬❡rr❡✉r ❛ été ❞✐♠✐♥✉é❡ s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❇❉❉ ✹✱
❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥✬❡st t♦✉❥♦✉rs ♣❛s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ♣♦✉r ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ♠ét❛♠♦❞è❧❡✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡
♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ét❛♥t ❛tt❡✐♥t✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts
❝✐❜❧❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❇❉❉ ✷ ♣♦✉r
❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳
❱❛r✐❛❜❧❡ nS nB ρ0S ρ1S ρ0B ρ1B ◆♦♠❜r❡
t♦t❛❧ ❞❡
♣♦✐♥ts
❊rr❡✉r
♠❛①✐♠❛❧❡
✭❚Ps✮
❊rr❡✉r
♠♦②❡♥♥❡
✭❚Ps✮
rk + 1 ✭❚Ps✮ ✾ ✾ ✾ ✾ ✾ ✾ 531 441 ǫmaxλ ǫ
moy
λ
✭❇❉❉ ✷✮ ✭❇❉❉ ✷✮
▼ét❤♦❞❡
✐tér❛t✐✈❡
pk ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷
nk ✽ ✽ ✽ ✼ ✼ ✼ 373 248 4.5862e−2 1.8913e−3
nk ✽ ✽ ✽ ✽ ✼ ✼ 419 904 2.3983e−2 6.9836e−4
❍❊❘❖
✭npop = 3✱
nind = 200✱
ngen = 150✮
pk ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ 413 343
2.9113e−2
✭❊❘❆❙✲
▼❯❙✮
5.0604e−4
✭❊❘❆❙✲
▼❯❙✮
nk ✽ ✽ ✽ ✽ ✽ ✻ 1.8562e−2
✭❢♠✐♥❝♦♥✮
5.2000e−4
✭❢♠✐♥❝♦♥✮
❚❛❜❧❡❛✉ ✻✳✶✵ ✕ ❊rr❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ❞❡s ♠ét❛♠♦❞è❧❡s ♦❜t❡♥✉s
♣❛r ❍❊❘❖ ❡t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡ ✭❇❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ❇❉❉ ✷✮
▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✶✵ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s✉r ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts
❝✐❜❧❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❤♦s❡ à ♥♦t❡r ❡st q✉❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ r❡♥✈♦②é❡
♣❛r ❊❘❆❙▼❯❙ ét❛✐t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t é❧♦✐❣♥é❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ tr♦✉✈é❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞ét❡r✲
♠✐♥✐st❡✳ ❈❡❝✐ ❡st ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ❞û à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❈◆▲PP ✭✻✳✸✽✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s
❝❛s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ tr♦✉✈é ♣❛r ❊❘❆❙▼❯❙ ét❛✐t ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡
q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s✳ ❉❛♥s ❞❡ t❡❧❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
✶✼✻
♣❡r♠❡t ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❡r ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❧❡s ✉♥❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛✉tr❡s✳ ❖r✱ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ♣rés❡♥t✱ ✐❧ ② ❛ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✱ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡t ❞❡
❞❡❣rés✱ q✉✐ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥é❡s ♣❛r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡ ✈❡❝✲
t❡✉r n = (n1, ..., n6)✱ t♦✉t❡s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r neq = (8, 8, 8, 8, 8, 6) s♦♥t
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✱ à ❞❡❣rés ✜①és✱ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡ ❝❡s
s♦❧✉t✐♦♥s r❡s♣❡❝t❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ♠❛①✐♠❛❧❡✳ ■❧ ♥✬❡st
❛❧♦rs ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❡r ❝❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❉❛♥s ✉♥ t❡❧ ❝❛s✱ ✐❧ ❡st ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡ ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r
❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❈◆▲PP ✭✻✳✸✽✮ ❛✜♥ q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♣♣❛r❛✐ss❡ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
♦❜❥❡❝t✐❢✳
▼ét❛♠♦❞è❧❡s
❇❉❉ ✷
ǫmaxλ ǫ
max
λ ǫ
max
λ ǫ
moy
λ ǫ
moy
λ ǫ
moy
λ
✭✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✮
❇❉❉ ✶
✭✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✮
❇❉❉ ✸
✭✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✮
❇❉❉ ✹
✭✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✮
❇❉❉ ✶
✭✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✮
❇❉❉ ✸
✭✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✮
❇❉❉ ✹
▼ét❤♦❞❡
✐tér❛t✐✈❡
✭373 248 ❈P✮
3.2122e−1 2.4586e−1 2.4432e−1 6.1155e−3 6.3467e−3 4.5903e−3
▼ét❤♦❞❡
✐tér❛t✐✈❡
✭419 904 ❈P✮
1.6034 2.0662 5.5500e−1 1.5097e−2 5.0774e−2 1.2273e−2
❍❊❘❖ 1.2608 6.7240 1.2431 3.0939e−2 1.3816e−1 2.7101e−2
❚❛❜❧❡❛✉ ✻✳✶✶ ✕ ❊rr❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❛♠♦❞è❧❡s ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❍❊❘❖ ❡t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
✐tér❛t✐✈❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✷
▲❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♥✬❛②❛♥t ♣❛s s❡r✈✐s à ♣❛r❛♠étr❡r ❧❡
♠ét❛♠♦❞è❧❡ s♦♥t ❢♦✉r♥✐❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✶✶✳ ▲❡s ❞❡✉① rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡ ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞❡♥t à ❞❡✉① ✐tér❛t✐♦♥s ❝♦♥sé❝✉t✐✈❡s✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ❝♦♥st❛t❡r✱ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
✐tér❛t✐✈❡ ♦✉ ♣♦✉r ❍❊❘❖✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡r❛✐t q✉❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s s❡ tr❛❞✉✐s❡✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♣❛r ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞✬♦✈❡r✲✜tt✐♥❣✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❡rr❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ❣é♥éré ♣❛r ❍❊❘❖ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡
à ✷✪ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ❝♦♠♠✐s❡ s✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛tt❡✐♥t ❧❡s ✻✵✵✪✳ ▲❡ ♠ê♠❡
❝♦♥st❛t ♣❡✉t êtr❡ ❢❛✐t s✉r ❧✬❡rr❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ q✉✐ ❛❞♠❡t ❥✉sq✉✬à ❞❡✉① ♦r❞r❡s ❞❡
❣r❛♥❞❡✉r ❞✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ❡t ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
✐tér❛t✐✈❡ ❛②❛♥t ♠♦✐♥s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛❞♠❡t ❞❡s ❡rr❡✉rs ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ♣♦✐♥ts
❝✐❜❧❡s ♠❛✐s ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ s✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ♣♦✐♥ts✳ ▲❡ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ♥✬❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ♣❛s ✉t✐❧✐s❛❜❧❡
❡t ❞❡✉① ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡♥✈✐s❛❣é❡s ✿
• ▲❡s ❡rr❡✉rs✱ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡t ♠♦②❡♥♥❡✱ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ❈◆▲PP ✭✻✳✸✽✮ ♥❡
s♦♥t ♣❧✉s s❡✉❧❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣♦✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
♣♦✐♥t ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ✐♥té❣r❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts
é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥és ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞és♦r❞♦♥♥é❡✳
• ●é♥ér❡r ✉♥ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s✱ ❧❡s ❡rr❡✉rs ét❛♥t ❛❧♦rs ❝❛❧❝✉❧é❡s
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳
✶✼✼
❱❛r✐❛❜❧❡ nS nB ρ0S ρ1S ρ0B ρ1B ◆♦♠❜r❡
t♦t❛❧ ❞❡
♣♦✐♥ts
❊rr❡✉r
♠❛①✐♠❛❧❡
✭✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✮
❊rr❡✉r
♠♦②❡♥♥❡
✭✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✮
rk + 1 ✭❚Ps✮ ✾ ✾ ✾ ✾ ✾ ✾ 531 441 ǫmaxλ ǫ
moy
λ
✭❇❉❉ ✶✮ ✭❇❉❉ ✶✮
❍❊❘❖
✭npop = 3✱
nind = 200✱
ngen = 150✮
pk ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✸ 531 441
2.2992e−1
✭❊❘❆❙✲
▼❯❙✮
2.1759e−3
✭❊❘❆❙✲
▼❯❙✮
nk ✽ ✽ ✽ ✽ ✽ ✽ 2.2977e−1
✭❢♠✐♥❝♦♥✮
2.1391e−3
✭❢♠✐♥❝♦♥✮
❚❛❜❧❡❛✉ ✻✳✶✷ ✕ ❊rr❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ❣é♥éré ♣❛r ❍❊❘❖ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✲
♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❇❉❉ ✷
▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐❡ ❞❡ s✉✐✈r❡ ❡st ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞❡ ♣❛r❛♠étr❡r ❧❡ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ❡st ❧❛ ❇❉❉ ✷✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✶✷ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡
❣é♥éré ♣❛r ❍❊❘❖✳ ❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❇❉❉ ✶✱ ❧❡s
rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡①♣♦sés ❞❛♥s ❝❡ t❛❜❧❡❛✉ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts
❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s é✈♦❧✉❡r✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✶✸ ❝♦♠♣❛r❡✱ q✉❛♥t à ❧✉✐✱ ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❞❡s ♠ét❤♦❞❡s s✉r ❧❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳ ▲❡s ❡rr❡✉rs s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❇❉❉ ✷
s♦♥t t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ♥✉❧❧❡ ❡♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳ ❊♥ ré❛❧✐té✱ ❧✬❡rr❡✉r ❝♦♠♠✐s❡ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 10−13 à
❝❛✉s❡ ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❝❡s ❡rr❡✉rs s♦♥t ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s
♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❡rr❡✉rs ❝♦♠♠✐s❡s s✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳
▼ét❛♠♦❞è❧❡s
❇❉❉ ✷
✭✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✮
ǫmaxλ ǫ
max
λ ǫ
max
λ ǫ
moy
λ ǫ
moy
λ ǫ
moy
λ
✭✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✮
❇❉❉ ✶
✭✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✮
❇❉❉ ✸
✭✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✮
❇❉❉ ✹
✭✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✮
❇❉❉ ✶
✭✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✮
❇❉❉ ✸
✭✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✮
❇❉❉ ✹
▼ét❤♦❞❡
✐tér❛t✐✈❡
2.7215 12.2499 5.5500e−1 1.8681e−2 6.6582e−2 1.4733e−2
❍❊❘❖ 2.2977e−1 2.2456e−1 2.1623e−1 2.1391e−3 4.7298e−3 3.5354e−3
❚❛❜❧❡❛✉ ✻✳✶✸ ✕ ❊rr❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❛♠♦❞è❧❡s ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❍❊❘❖ ❡t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
✐tér❛t✐✈❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❇❉❉ ✷
❈♦♠♠❡ ♦♥ ♣♦✉✈❛✐t s✬② ❛tt❡♥❞r❡✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡ ♦♥t ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥
♠ét❛♠♦❞è❧❡ s♦✉✛r❛♥t ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞✬♦✈❡r✲✜tt✐♥❣✳ ❆ ❝♦♥tr❛r✐♦✱ ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡
❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ♣❛r❛♠étr❡r ❧❡ ♠❡t❛♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ❍❊❘❖ ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♠ét❛♠♦❞è❧❡
❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠♦✐♥s ✐♠♣❛❝té ♣❛r ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞✬✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r s✉r ❧❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❇❉❉ ✸ ❡t ❇❉❉ ✹ ♣❛r
r❛♣♣♦rt ❛✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ❣é♥éré à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❇❉❉ ✶✳ ▲✬❡rr❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✬❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st✱ q✉❛♥t à ❡❧❧❡✱ s✉♣ér✐❡✉r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡ ♠ê♠❡ ♠ét❛♠♦❞è❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥❡
❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ③♦♥❡s ♦ù ❧✬❡rr❡✉r ❡st ♠❛①✐♠❛❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉✬❡❧❧❡s s❡ s✐t✉❡♥t à ♣r♦①✐♠✐té
✶✼✽
❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ✭✐✳❡✳ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐é❡s à ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦✉r
❧❡ ❈◆▲PP ✭✻✳✶✹✮✱ ❝❢✳ éq✳ ✭✻✳✶✸✮✳ ❆✜♥ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ♠ét❛♠♦❞è❧❡✱ ❧❡ ❈◆▲PP ✭✻✳✶✸✮ ❛ été ♠♦❞✐✜é
♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡✳ ■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ❡rr❡✉r
♣❡✉t êtr❡ ❞✉❡ ❛✉ ❝❤♦✐① ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r
❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s❛♥s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✬❡♥tré❡ ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ♥❡ ♣r❡♥❞ ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦✲
❣✐❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡
❞❡ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ♥❡ ❢❛ss❡♥t ♣❛s ♣❛rt✐❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s✳ ❯t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ♣♦✉r ♣❛❧❧✐❡r ❝❡s
♣r♦❜❧è♠❡s✳
✻✳✹ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r❡♠✐❡r ♥✐✈❡❛✉ ❞❡
❧❛ str❛té❣✐❡ ▼❙✷▲ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠ét❛♠♦❞è❧❡
▲❡ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ❣é♥éré ♣❛r ❍❊❘❖ ♥✬ét❛♥t ♣❛s ✈❛❧✐❞❡ à ♣r♦①✐♠✐té ❞❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡
❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞✉ ❈◆▲PP ✭✻✳✶✸✮✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❛ été ♠♦❞✐✜é ❛✜♥ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬❡rr❡✉r ❝♦♠♠✐s❡ ✿
minξ
M (ξ)
Mref
,
s✉❥❡t à ✿

1.05− λ (ξ)
λref
≤ 0,
2 (ρ1S)
2 − ρ0S − (1− α) ≤ 0,
2 (ρ1B)
2 − ρ0B − (1− α) ≤ 0,
✭✻✳✹✹✮
❛✈❡❝ α ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡r ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞❡s str❛t✐✜és
❛✜♥ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ❡t ξ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭❝❢✳ éq✳ ✭✻✳✶✷✮✮✳
❆✜♥ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ❈◆▲PP ✭✻✳✹✹✮✱ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❍❊❘❖ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♣❡✉t êtr❡
❛♣♣❧✐q✉é❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝ès ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ❞❡ ❧✬❤②♣❡r✲
s✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✭❝❢✳ éq✳ ✭✸✳✶✸✮✮ ❡t ❛✐♥s✐ ❞✬❛❝❝é❧ér❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❤❛s❡
❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❍❊❘❖ ✭✐✳❡✳ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✮✳
❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♥st❛♥t✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s✱
à s❛✈♦✐r nS ❡t nB✱ s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❡❧❧❡s
♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s ❢❛✐r❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ ❖r ❧❛ ♠❛ss❡
❞❡ ❧✬❯❘ ❡st s❡✉❧❡♠❡♥t ❧✐é❡ à ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ rés♦❧✉ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❢♠✐♥❝♦♥ ❞♦✐t êtr❡ r❡❢♦r♠✉❧é✳
❆✜♥ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ str❛té❣✐❡ ❍❊❘❖✱ ❧❡ ❈◆▲PP ✭✻✳✹✹✮ ❡st tr❛✐té ♣❛r ❊❘❆❙▼❯❙ ❞❛♥s ✉♥
♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ à ❧❛ ✜❣✳
✻✳✹✳ ▲❛ ❝❤❛r❣❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ✢❛♠❜❛❣❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ❣é♥éré ♣❛r ❍❊❘❖ à ♣❛rt✐r ❞❡
❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ❇❉❉ ✷ ❡♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢
❞❡ ✜①❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ nS ❡t nB✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥ ❜♦♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✳
✶✼✾

✖ ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❧✐s ✿
• ◆♦♠ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✿ Nplis
• ◆❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✿ ❡♥t✐èr❡✳
• ▲❛ ❧✐♠✐t❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✿ nminα = 20✳
• ▲❛ ❧✐♠✐t❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✿ nmaxα = 32✳
• ▲❡ ♣❛s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ✿ ✶
✖ ▼♦❞✉❧❡ ❞✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ρ0 ✿
• ◆♦♠ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✿ ρ0
• ◆❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✿ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✭❡①t❡♥❞❡❞✮✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡st
ré❛❧✐sé❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ❊❘❆❙▼❯❙ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ♠❛❝❤✐♥❡
✭✐✳❡✳ ♣❛s ❞❡ ♣❛s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ à ✜①❡r✮✳
• ▲❛ ❧✐♠✐t❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✿ −1✳
• ▲❛ ❧✐♠✐t❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✿ 1✳
✖ ▼♦❞✉❧❡ ❞✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ρ1 ✿
• ◆♦♠ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✿ ρ1
• ◆❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✿ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✭❡①t❡♥❞❡❞✮✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡st
ré❛❧✐sé❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ❊❘❆❙▼❯❙ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ♠❛❝❤✐♥❡
✭✐✳❡✳ ♣❛s ❞❡ ♣❛s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ à ✜①❡r✮✳
• ▲❛ ❧✐♠✐t❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✿ 0✳
• ▲❛ ❧✐♠✐t❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✿ 1✳
P❛r❛♠ètr❡
P❡❛✉ ❘❛✐❞✐ss❡✉r
▼❛ss❡ ❬❦❣❪ λ ❬◆❪
nS ρ0S ρ1S nB ρ0B ρ1B
❘é❢ér❡♥❝❡ ✷✽ ✲ ✲ ✸✷ ✲ ✲ ✵✳✾✶✾✹ 466 830
❍❊❘❖ ✷✽ ✲✵✳✶✽✺✷ ✵✳✵✵✻✻ ✷✾ ✵✳✼✾✺✷ ✵✳✼✹✶✻ ✵✳✽✼✾✾
✭✲✹✳✸✵✪✮
495 855
✭✰✻✳✷✷✪✮
❚❛❜❧❡❛✉ ✻✳✶✹ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛♥♥❡❛✉ r❛✐❞✐ ♣❛r ❍❊❘❖ ❝♦✉♣❧é ❛✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡
❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ✢❛♠❜❛❣❡
▲❡ ❈◆▲PP ✭✻✳✹✺✮ ❡st✱ q✉❛♥t à ❧✉✐✱ tr❛✐té ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❢♠✐♥❝♦♥ ❞❡ ▼❆❚▲❆❇ ❛✈❡❝ ❧❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ♣❛r ❞é❢❛✉t✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ét❛♥t s❛♥s ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
❞✉ ♣❛♥♥❡❛✉ r❛✐❞✐ ♣❛r ❧❛ str❛té❣✐❡ ❍❊❘❖ s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✶✹✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥st❛t❡r ✉♥
❣❛✐♥ ❞❡ ♠❛ss❡ ❞❡ ✹✳✸✪ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡t ✉♥❡ r✐❣✐❞✐té ❛♠é❧✐♦ré❡ ❞❡ ✻✳✷✪✳ ▲❛
✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ✢❛♠❜❛❣❡ ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧❡ ♠ét❛♠♦❞è❧❡✳ ❆✜♥ ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r
❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ tr♦✉✈é❡✱ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ✢❛♠❜❛❣❡ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t été é✈❛❧✉é❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡
❊❋ q✉✐ ❛ s❡r✈✐ à ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✶✺ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s
✈❛❧❡✉rs ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❝❡s ♠♦❞è❧❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r r❡♥✈♦②é❡ ♣❛r ❧❡ ♠ét❛♠♦❞è❧❡
✶✽✶
❡st très ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❊❋✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❡t ♠é❝❛♥✐q✉❡s tr♦✉✈és ♣❛r ❍❊❘❖ ♣♦✉r ❧✬❯❘ ❞✉ ♣❛♥♥❡❛✉✳ ▲❡ t❡♠♣s
♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❊❘❆❙▼❯❙ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ❞❡✉① ♠✐♥✉t❡s ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ♠ê♠❡
♣r♦❜❧è♠❡✱ rés♦❧✉ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❊❋ q✉✐ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❣é♥ér❡r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts
❝✐❜❧❡s✱ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ ❝❡♥t❛✐♥❡ ❞✬❤❡✉r❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ♣❡r♠❡t
❞♦♥❝ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳
▼ét❛♠♦❞è❧❡ ❍❊❘❖
✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❇❉❉ ✷
▼♦❞è❧❡ ❊❋ ❆◆❙❨❙
❈❤❛r❣❡ ❝r✐t✐q✉❡
❞❡ ✢❛♠❜❛❣❡ ❬◆❪
495 855 496 186
❚❛❜❧❡❛✉ ✻✳✶✺ ✕ ❈❤❛r❣❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ✢❛♠❜❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠✐sé❡
■❧ ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡
❞♦♥♥é❡s r❡st❡✱ ❧✉✐✱ ♣❧✉tôt é❧❡✈é✳ ■❧ s❡r❛✐t ❞♦♥❝ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ str❛té❣✐❡ ❍❊❘❖ ✐♥t❡r❢❛❝é❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❊❋ ❞é❝r✐t à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✶✳ ❊♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❈◆▲PP ✭✻✳✶✸✮ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❝♦♠♣❛ré à ❝❡❧✉✐ ♥é✲
❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s
❛ été ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ✉t✐❧✐s❛❜❧❡✳ ❉❛♥s ✉♥ t❡❧ ❝❛s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts
❝✐❜❧❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❜♦♥ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s ❞é♣❛ss❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡
❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✉♥❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡
❡♥✈✐s❛❣é❡ ❡st ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s❛♥s ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ ❞✬❡♥tré❡ ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ ❛✜♥ ❞❡ s✬❛❞❛♣t❡r à ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts
❝✐❜❧❡s✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬❊❘❆❙▼❯❙ ♣♦✉r
♦❜t❡♥✐r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❣é♥ér❡r ❧❡ ♠ét❛♠♦❞è❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ✉♥ t❡❧ ❝❛s✱ ❧❡ ♠é✲
t❛♠♦❞è❧❡ s❡r❛✐t ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s s❡❧♦♥ ❧❡s ③♦♥❡s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡
❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❡t✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s ❞❡♥s✐tés s❡r♦♥t ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❞❛♥s ❧❡s ③♦♥❡s ♣r♦❝❤❡s ❞✬✉♥
♦♣t✐♠✉♠✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞✬ét❛❜❧✐r ❞❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts
❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♥✬✐♠♣❧✐q✉❛♥t ♣❛s ❧❡ st♦❝❦❛❣❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ q✉❡❧q✉❡s tér❛♦❝t❡ts✳
✻✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ✐♥❞✉str✐❡❧ ❛
été ♣rés❡♥té✳ ❯♥❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ✭▼❙✷▲✮ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛ été ♣rés❡♥té❡
❡t ❞é❝r✐t❡ ❜r✐è✈❡♠❡♥t✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ été ♠✐s ❡♥ ❛✈❛♥t ❡t
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡✳ ▲❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❡♠♣❧♦②é❡ ❡st
❧❛ str❛té❣✐❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❍❊❘❖
❛ été ❛♣♣❧✐q✉é❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ✢❛♠❜❛❣❡ ❞✬✉♥ ♣❛♥♥❡❛✉ r❛✐❞✐
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❡t ♠é❝❛♥✐q✉❡s✳ ▲❡ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ♦❜t❡♥✉ ❛
❡♥s✉✐t❡ été ✉t✐❧✐sé ❛✜♥ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✉❞✐t ♣❛♥♥❡❛✉ t♦✉t ❡♥ ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ✉♥ s❡✉✐❧ ♠✐♥✐♠❛❧
❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ✢❛♠❜❛❣❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡✳
✶✽✷
❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s s♦♥t ❛♣♣❛r✉❡s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱
❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✉t✐❧✐sé❡ ét❛✐t ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ tr♦♣ ♣❡✉ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❡t ♥✬❛ ♣❛s ♣❡r♠✐s
❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ✉t✐❧✐s❛❜❧❡✳ ▲❡s ♠ét❛♠♦❞è❧❡s ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ♥♦tr❡ str❛té❣✐❡ ét❛✐❡♥t t♦✉t ❞❡
♠ê♠❡ ❜✐❡♥ ♠❡✐❧❧❡✉rs q✉❡ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧s ♦♥t été ❝♦♠♣❛rés✳
▲❡s ♠ét❛♠♦❞è❧❡s ♦❜t❡♥✉s ♥✬ét❛♥t ♣❛s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t✱ ❧❡s ♣♦✐❞s ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ ♦♥t été
✐♥tr♦❞✉✐ts ♣❛r♠✐ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❝❡ q✉✬♦♥ ❛✉r❛✐t ♣✉
❛tt❡♥❞r❡✱ ❧❡✉rs ✐♠♣❛❝ts s✉r ❧❡ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ♦❜t❡♥✉ ét❛✐t q✉❛s✐♠❡♥t ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st
t♦✉t❡❢♦✐s à r❡❧❛t✐✈✐s❡r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s❡✉❧s ❧❡s ♣♦✐❞s ♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐ts ♣❛r♠✐ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛✲
t✐♦♥✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♥❡ ❧✬♦♥t ♣❛s été✳ ■❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t✱ ♣♦✉r
❞❡ ❢✉t✉rs tr❛✈❛✉①✱ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡✱ ♣❛r♠✐ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡
❝♦♥trô❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ♣♦✐❞s ✐♥tr♦❞✉✐ts✳ ■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥❡
❝♦♥✈❡r❣❡✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♣❛s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❝❡tt❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡
❢❛✐t❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡✳
❯♥❡ ❛✉tr❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✱ ♣❡r♠❡t
❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ♥✬❛②❛♥t ♣❛s été ♦❜t❡♥✉s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♦r❞♦♥♥é❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✬✐❧
❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡ q✉❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts à ✐♥t❡r♣♦❧❡r s♦✐❡♥t ♦r❞♦♥♥és✱ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♣♦✐♥ts ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❡rr❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ■❧ ❡st t♦✉t à ❢❛✐t ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡ ❞✬ét❡♥❞r❡ ❝❡tt❡ ✐❞é❡
❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ♠❛✐s q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡ q✉❛♥❞ ♠ê♠❡✱
❛✉ ♠♦✐♥s✱ ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ♦r❞♦♥♥és✳ ▲✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ s❡r✈❛♥t à
♣❛r❛♠étr❡r ❧❡ ♠ét❛♠♦❞è❧❡✱ ♣❡✉t ❡♥s✉✐t❡ êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ à ❧❛ ❢♦✐s s✉r ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡t s✉r ✉♥ ❛✉tr❡
❡♥s❡♠❜❧❡ ♣♦✉✈❛♥t ♥❡ ♣❛s êtr❡ ♦r❞♦♥♥é✳
❊♥✜♥✱ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ s✉r ❧❡s ♠ét❛♠♦❞è❧❡s ❣é♥érés ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s
♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ré❞✉✐t ✉t✐❧✐s❛❜❧❡✳ ❈❡ ♥♦♠❜r❡ ét❛♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t é❧❡✈é✱ ❧❛
q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐té ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❧❡ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ s❡ ♣♦s❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ❡st ❡♥✈✐s❛❣é ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r
❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ é❧é♠❡♥ts
✜♥✐s✳ ▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ s❡ ❢❡r❛✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t✱ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡
❜♦♥♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠ét❛♠♦❞è❧❡
✉t✐❧✐s❛❜❧❡✳ ❯♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❡♥tré❡ ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ❡t ❧❡s
♣❛r❛♠ètr❡s s❛♥s ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❡♥✈✐s❛❣é✳
P♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ tr❛✐té✱ ✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧✬❛❜✲
s❡♥❝❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s r❡str✐❝t✐✈❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t s✉r ❧❡s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡s ♣❧✐s ❞❡s str❛t✐✜és✱ ♣❡r♠❡t
❞❡s ❣❛✐♥s s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s ❞❡ ♠❛ss❡ ❡t ❞❡ r✐❣✐❞✐té✳ ◆✬ét❛♥t ♣❛s ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
s❡❝♦♥❞ ♥✐✈❡❛✉ ♥✬❛ ♣❛s été rés♦❧✉ ♣♦✉r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r❡♠✐❡r ♥✐✈❡❛✉✳ ■❧ s❡r❛✐t ❝❡♣❡♥✲
❞❛♥t très ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡s str❛t✐✜és ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❢♦✉r♥✐❡s
♣❛r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r❡♠✐❡r ♥✐✈❡❛✉ ✉t✐❧✐s❛♥t ♥♦tr❡ ♠ét❛♠♦❞è❧❡✳ ▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t
❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ét✐q✉❡ ❊❘❆❙▼❯❙ ♦✛r❡ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ♣♦✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♠❛❧❣ré ✉♥❡ ❡✣❝❛❝✐té ♣r♦✉✈é❡ ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ▼❙✷▲✱ ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ✉t✐❧✐sé
♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ❣é♥♦t②♣❡ ❞✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❞❛♥s ❊❘❆❙▼❯❙ ♣❡r♠❡t ❞✬❡♥✈✐s❛❣❡r ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❞✐r❡❝t❡✲
♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛♥♥❡❛✉ r❛✐❞✐✳ ■❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts
♦❜t❡♥✉s ♣❛r ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛✈❡❝ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ▼❙✷▲✳
✶✽✸
✶✽✹
❈❤❛♣✐tr❡ ✼
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❣é♥ér❛❧❡s
❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡s ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s
◆❯❘❇❙✱ ❛ été ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳ ▲✬♦r✐❣✐♥❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡
❢❛✐t q✉✬❛✉❝✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛tr✐❝❡ ♦✉ rè❣❧❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ♥❡ s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❛ ♣r✐♦r✐ ♣♦✉r ✜①❡r
❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
♣❛r❛♠ètr❡s ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ t♦✉t ❡♥ ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡✉✐❧ ❞✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ ✭❛✉ ♠♦✐♥s é❣❛❧ à ❝❡❧✉✐ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ✐tér❛t✐✈❡s ❛❝t✉❡❧❧❡s✮✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ ❡♥ rés✉❧t❡ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ✜tt✐♥❣✱ ❞✬✉♥❡ ❡♥t✐té ◆❯❘❇❙
s✉r ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s✱ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ♠✐s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳
▲✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ♠❛❥❡✉r✱ ❧♦rsq✉❡ t♦✉s ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ ❢♦♥t ♣❛rt✐❡ ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ❡st q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞é✜♥✐ s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥st❛♥t ❡t ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✐é à ❝❡rt❛✐♥s
❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ✜tt✐♥❣ ♣♦✉✈❛✐t êtr❡ ♠✐s s♦✉s ❧❛
❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ♣♦ssé❞❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳
▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛ ❞♦♥♥é ❧✐❡✉ ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❣é♥ét✐q✉❡ ❇■❆◆❈❆✱ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ tr❛✐t❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣✲
t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ♠♦❞✉❧❛✐r❡s ❛②❛♥t ✉♥ s❡✉❧ t②♣❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♥♦♠♠é ❝❡ ♥♦✉✈❡❧
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊❘❆❙▼❯❙ ✭❊✈♦❧✉t✐♦♥❛❘② ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ♦♣t✐♠✐❙❛t✐♦♥ ♦❢ ▼♦❞❯❧❛r ❙②st❡♠s✮✳ ■❧ ❛ ❧❛
♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r tr❛✐t❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ♠♦❞✉❧❛✐r❡s ♣♦ssé❞❛♥t
♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♠♦❞✉❧❛✐r❡s✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡
❝♦♥❝❡♣t ❞✬❡s♣è❝❡ ❛ été ét❡♥❞✉ ❡t ❣é♥ér❛❧✐sé ❞❡ t❡❧❧❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❧✬❡s♣è❝❡ ❞✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ♥✬❡st ♣❧✉s
s❡✉❧❡♠❡♥t ❧✐é❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t s♦♥ ❣é♥♦t②♣❡✱ ♠❛✐s ❛✉① ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❝❤r♦✲
♠♦s♦♠❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ s❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♠♦❞✉❧❛✐r❡s✳ ❈❡❝✐ ❛ été r❡♥❞✉ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛r ✉♥❡
♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❣é♥♦t②♣❡ ❞❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s✱ ✐✳❡✳ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣é♥ét✐q✉❡
❞❛♥s ❊❘❆❙▼❯❙✳ ❈❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥❞✉✐t à ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs
❣é♥ét✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ❧❡s ♣❤❛s❡s ❞❡ ❝r♦✐s❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥✱ ❡♥tr❡ ❞❡✉①
✐♥❞✐✈✐❞✉s ❞✬❡s♣è❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊❘❆❙▼❯❙ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❛✉t♦♠❛t✐✲
q✉❡♠❡♥t ❡t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ❡s♣è❝❡s ❡t ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs ✐♥❞✐✈✐❞✉s ♣❛r♠✐ ❝❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s
❡s♣è❝❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❊❘❆❙▼❯❙ ❜é♥é✜❝✐❡ ❞✬✉♥❡ str❛té❣✐❡ très ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
✶✽✺
✭é❣❛❧✐té ❝♦♠♠❡ ✐♥é❣❛❧✐té✮✱ à s❛✈♦✐r✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❆❉P ✭❆✉t♦♠❛t✐❝ ❉②♥❛♠✐❝ P❡♥❛❧✐s❛t✐♦♥✮ q✉✐
s✬❛❞❛♣t❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ tr❛✐té s❛♥s ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ✭✐✳❡✳ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐❞éré✮ ❡t ❞②♥❛♠✐q✉❡♠❡♥t ♣✉✐sq✉❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ♠✐s
à ❥♦✉r à ❝❤❛q✉❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥✳ ❊♥✜♥✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊❘❆❙▼❯❙ ❛ été ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ✜tt✐♥❣ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡✱ ✐❧ ❡st ♣rés❡♥té ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
❣é♥ér❛❧❡ ❡t ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✈❛r✐été ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳
❊❘❆❙▼❯❙ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ▼❆❚▲❆❇ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r êtr❡ ✐♥t❡r✲
❢❛❝é ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❊❘❆❙▼❯❙ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥s ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❞❡ s♦rt✐❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❡①t❡r♥❡s✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t à
❊❘❆❙▼❯❙ ❞❡ tr❛✐t❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦ù ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❡t✴♦✉
❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t✳ ❈✬❡st ✉♥ ❝❛s ❝❧❛ss✐q✉❡
❧♦rsq✉✬♦♥ ❡st ❝♦♥❢r♦♥té à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡❧ ♦ù✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s✱ ❧❛ ré✲
♣♦♥s❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ✭❡t✴♦✉ t❤❡r♠✐q✉❡✱ ♠❛❣♥ét✐q✉❡✱ ✳✳✳✮ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡st ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t é✈❛❧✉é❡
♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ❧❡s r♦✉t✐♥❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡
❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✬✉♥❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱
♦♥t été ❝♦❞é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❈✰✰ ❞❛♥s ✉♥ s♦✉❝✐s ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ●râ❝❡ à ❧❛ ✈❡rs❛t✐❧✐té
❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ▼❆❚▲❆❇✱ ✐❧ ❛ ♥♦t❛♠♠❡♥t été ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡r ❊❘❆❙▼❯❙ ❛✈❡❝ ❝❡s r♦✉t✐♥❡s ♣❛r
❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡ ✜❝❤✐❡rs ✧♠❡①✧ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦❞é❡s ❡♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❈✱ ❈✰✰ ♦✉
❋♦rtr❛♥ ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ▼❆❚▲❆❇✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♥❡ ♣❛s ✉t✐❧✐s❡r ❞❡ ✜❝❤✐❡rs
✧t❡①t❡✧ ❛✜♥ ❞✬é❝❤❛♥❣❡r ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❞❡ s♦rt✐❡ ❞❡s r♦✉t✐♥❡s ✉t✐❧✐sé❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
é❣❛❧❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐sé❡ ❞✬❊❘❆❙▼❯❙ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ s✐♠✉❧t❛♥é
❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✐♥❞✐✈✐❞✉s✱ ❣râ❝❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧♣❛r❢♦r✧ ❞❡ ▼❆❚▲❆❇ q✉✐ r❡♠♣❧❛❝❡ ❧❡s
❜♦✉❝❧❡s ✧❢♦r✧ ❝❧❛ss✐q✉❡s✳
▼❛❧❣ré ❧❡ ❢♦rt ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞✬❊❘❆❙▼❯❙✱ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙
♣❛r♠✐ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ r❡♥❞ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ très ❞✐✣❝✐❧❡ à tr❛✐t❡r✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣❧✉tôt q✉❡
❞❡ ✜①❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐❞s à ✶ ✭✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❇✲❙♣❧✐♥❡✮✱ ♦✉ ❞❡ ❧❡s
✜①❡r ♣❛r ❞❡s rè❣❧❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
tr❛✐té❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐❞s à ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ♣❛r♠✐ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐✲
s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✳ P♦✉r ♣❛r✈❡♥✐r à ❝❡ rés✉❧t❛t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❤②❜r✐❞❡ très ❣é♥ér❛❧❡
❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❍❊❘❖ ✭❍②❜r✐❞ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛❘② ❖♣t✐♠✐s❛✲
t✐♦♥✮✱ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡✳ ❊❧❧❡ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❊❘❆❙▼❯❙ ❡t ❞✬✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ♣rés❡♥té❡ ❞❡
♠❛♥✐èr❡ très ❣é♥ér❛❧❡ ✭s❛♥s ❤②♣♦t❤ès❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛tr✐❝❡s✮ ❡t ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ q✉✬✐❧s ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❞❡s s②stè♠❡s ♠♦❞✉❧❛✐r❡s ♦✉ ♥♦♥✱ ❡t s❡ ❞❡st✐♥❡✱
❜✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♥♦♥✲❝♦♥✈❡①❡s✳ ▲✬✐❞é❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r✱
❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ét✐q✉❡ ❊❘❆❙▼❯❙✱ ❡t ❛✐♥s✐ ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❡①♣❧♦✲
r❛t♦✐r❡s ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s✱ ❛✜♥ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥ ♦♣t✐♠✉♠ ✭❧♦❝❛❧
♦✉ ❣❧♦❜❛❧✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ s②stè♠❡s ♠♦❞✉❧❛✐r❡s✱ ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ✜①❡r
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❞❡
rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡✳
❈❡tt❡ str❛té❣✐❡ ❛ été ❛♣♣❧✐q✉é❡ ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ rés✉❧t❛♥t ❞❡
♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ét✐q✉❡ ❊❘❆❙▼❯❙ ❡st
✉t✐❧✐sé✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❛✜♥ ❞❡ ✜①❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ ❡t✱
✶✽✻
❛✐♥s✐✱ ✜①❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ▲❡s ♣♦✐❞s s♦♥t t♦✉s ✜①és à ✶ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡
❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ❇✲❙♣❧✐♥❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s✳ ❙✉✐t❡ à ❝❡tt❡ ét❛♣❡✱ s✐ ❧❡
s❡✉✐❧ ❞✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ♥✬❡st ♣❛s r❡s♣❡❝té✱ s❡✉❧s ❧❡s ♣♦✐❞s ✐♠♣❛❝t❛♥t ❧❡s
③♦♥❡s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♦ù ❧❡ s❡✉✐❧ ❞✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s r❡s♣❡❝té s♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐ts ♣❛r♠✐
❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ❈❡❝✐ ❡st r❡♥❞✉ ♣♦ss✐❜❧❡ ❣râ❝❡ ❛✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ✐♥tr✐♥sèq✉❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧
❞❡s ❡♥t✐tés ◆❯❘❇❙✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st q✉❡ ❧❡ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♠♣❧❡①✐✜é
✐♥✉t✐❧❡♠❡♥t ❡t q✉❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡♥t✐té ❇✲❙♣❧✐♥❡s ♦✉ ◆❯❘❇❙ ♥✬✐♥❝♦♠❜❡ ♣❛s à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r
✭✐✳❡✳ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❡❧❧❡ ♠ê♠❡ s✬✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ♦✉ ♥♦♥ ❧❡s ♣♦✐❞s✮✳ ❯♥❡ s❡❝♦♥❞❡
❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ à ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ❡st ❡✛❡❝t✉é ♣❛r ❊❘❆❙▼❯❙ ❛✜♥ ❞❡
❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥ ♦♣t✐♠✉♠ ✭❧♦❝❛❧ ♦✉ ❣❧♦❜❛❧✮✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ r❡♥✈♦②é❡ s❡rt
❞❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ♣♦✉r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❡t ♣❡r♠❡t ❛✐♥s✐ ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡
❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡✳
▲❛ ✈❡rs❛t✐❧✐té ❡t ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡
♦♥t été ♣rés❡♥té❡s s✉r ❞❡s ❜❡♥❝❤♠❛r❦s ❛✉① ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ s✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✐♥❞✉str✐❡❧✱ à s❛✈♦✐r✱ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ✢❛♠❜❛❣❡ ❞✬✉♥ ♣❛♥♥❡❛✉
r❛✐❞✐✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♦♥t été ❝♦♠♣❛rés à ❝❡✉① ❢♦✉r♥✐s ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
✐tér❛t✐✈❡ ✐ss✉❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❡t ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❤ér✐té❡s ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡t
s✉r❢❛❝❡s ◆❯❘❇❙✳ ◆♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ ♣❡r♠✐s✱ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❝❛s tr❛✐tés✱ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡ ❜✐❡♥ ♠❡✐❧❧❡✉rs
rés✉❧t❛ts q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ✐tér❛t✐✈❡s ❡①✐st❛♥t❡s✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥st❛t❛t✐♦♥ ♥✬❛ r✐❡♥ ❞❡ s✉r♣r❡♥❛♥t ♣✉✐sq✉❡
❧❡s rè❣❧❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ♦♥t été ❝réé❡s ❞❛♥s ❧❡ s❡✉❧ ❜✉t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛
st❛❜✐❧✐té ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❛✉ ❞étr✐♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❡♥t✐tés ◆❯❘❇❙ ♦❜t❡♥✉❡s✳ ▲❡s
♣r✐♥❝✐♣❛✉① rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ rés✉♠és ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
• Pr♦❜❧è♠❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞✬✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ♠✐♥❝❡
❛✈❡❝ é♣❛✐ss❡✉r ❡t ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✺✮ ✿ ❧❡ ♣♦✐♥t ❝❧é ❞❡ ❝❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❡st s♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬✉♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬❡♥tré❡ ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ✐tér❛t✐✈❡s ❡①✐st❛♥t❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡s✱ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✬❛❥♦✉t ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ♣♦✉r ❝❡ ❝❛s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭❥✉sq✉✬à ✽✷ ❢♦✐s
♠♦✐♥s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✮✱ ♣♦✉r ❧❛ ♠ê♠❡ ❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡✳ ❈❡❝✐
❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞û à ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙✳
• Pr♦❜❧è♠❡♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ♠✐♥❝❡
❛✈❡❝ é♣❛✐ss❡✉r ❡t ♥♦r♠❡ ❞❡ ❧✬❡✛♦rt ❛♣♣❧✐q✉é ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✺✮ ✿ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉①
❛ttr❛✐ts ❞❡ ❝❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ s♦♥t✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ q✉❡ ❧✬✉♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬❡♥tré❡ ❞✉ ♠ét❛♠♦✲
❞è❧❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❧✐♠✐t❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐❞éré ❡t✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ q✉❡ ❧❡ ♠ét❛♠♦❞è❧❡
❞♦✐t ❣é♥ér❡r ♣❧✉s✐❡✉rs s♦rt✐❡s✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ ♠♦♥tré ❞❡s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s à ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❡❧❧❡ ❡st ❝♦♠♣❛ré❡✳ ▲❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ été ré❞✉✐t
♣❛r ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ✷✹ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡✳
• Pr♦❜❧è♠❡♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ♠✐♥❝❡
tr♦✉é❡ ❛✈❡❝ é♣❛✐ss❡✉r ❡t r❛②♦♥ ❞✉ tr♦✉ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✺✮ ✿ ❧✬❡♥❥❡✉ ♠❛❥❡✉r ❞❡ ❝❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❡st q✉❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ✈❛r✐❡ ❛✈❡❝ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❡♥tré❡s ❞✉
✶✽✼
♠ét❛♠♦❞è❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ ♠♦♥tré s❛ ❝❛♣❛❝✐té à tr❛✐t❡r ❞❡
t❡❧s ♣r♦❜❧è♠❡s ❡t ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❡①❤✐❜é ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐tér❛t✐✈❡
à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❡❧❧❡ ❛ été ❝♦♠♣❛ré❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡s
à ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ été ré❞✉✐t ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❛❧❧❛♥t ❥✉sq✉✬à ✷✾✻ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
✐tér❛t✐✈❡✳
• Pr♦❜❧è♠❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ✢❛♠❜❛❣❡ ❞✬✉♥ ♣❛♥✲
♥❡❛✉ r❛✐❞✐ ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✻✮ ✿ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞✬✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✐♥❞✉str✐❡❧✳ ❊♥ ♣❛rt✐✲
❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❡st ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s
♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ✈❛r✐❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬❡♥tré❡ ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❛✉tr❡s
❝❛s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❛ ♥é❝❡ss✐té ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐❞s ♣❛r♠✐ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐✲
s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❍❊❘❖✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① rés✉❧t❛ts
❛tt❡♥❞✉s✱ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐❞s ❛ ❡✉ ✉♥ ✐♠♣❛❝t ♣❡✉ s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ s✉r ❧❡ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ♦❜t❡♥✉✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡t s✉r❢❛❝❡s ◆❯❘❇❙✱ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐❞s ❡st ❝♦♥♥✉ ♣♦✉r ré✲
s♦✉❞r❡✱ ♦✉ t♦✉t ❛✉ ♠♦✐♥s ❞✐♠✐♥✉❡r✱ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❡✛❡ts ✧✈❛❣✉❡❧❡tt❡s✧ ✭❡✛❡ts ❞✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ♦✉ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡✮✳ ■❧ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s s✐ ét♦♥♥❛♥t q✉❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐❞s
❛✐t ❡✉ ♣♦✉r ❡✛❡t ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧✬❡rr❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ♣❧✉tôt q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥ ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡ rés✉❧t❛t ❡st à r❡❧❛t✐✈✐s❡r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s❡✉❧s ❧❡s ♣♦✐❞s s♦♥t
✐♥tr♦❞✉✐ts ♣❛r♠✐ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♠❛✐s ✐❧ s❡r❛✐t ♣❡✉t êtr❡ ♣❡rt✐♥❡♥t ❞✬❛❥♦✉t❡r ❧❡s
❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❧✐és à ❝❡s ♣♦✐❞s ♣❛r♠✐ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳
❆ ❝❡s rés✉❧t❛ts✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❥♦✉t❡r q✉❡❧q✉❡s r❡♠❛rq✉❡s ❣é♥ér❛❧❡s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
r❡♠❛rq✉é q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ r❡♥✈♦②é❡ ♣❛r ❊❘❆❙▼❯❙ ❡st s♦✉✈❡♥t ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛tt❡✐♥t ♣❛r ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ✭❢♦♥❝t✐♦♥ ✧❢♠✐♥❝♦♥✧ ❞❡ ▼❆❚▲❆❇✮✳ ■❧ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❞r❡ss❡r
✉♥ ❛❜❛q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ✜①❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ✭♣❡r♠❡t✲
t❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❜♦♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡
❞✬❡♥tré❡s ❡t ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ tr❛✐té✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ♥❡ ♣❛r❛ît ♣❛s
✐♥✈r❛✐s❡♠❜❧❛❜❧❡ ❞❡ ♣❡♥s❡r q✉❡ ❝❡ ♥♦♠❜r❡ ❡st ❧✐é à ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ tr❛✐té ❡t ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t
❛✉① ♥♦♠❜r❡s ❞✬❡♥tré❡s ❡t ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ❝♦♥s✐❞érés✳ ■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t à ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s
♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ét❛✐t ♣✉r❡♠❡♥t ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣rés❡♥tés ❡t q✉❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡
❝❡s ❝❤♦✐① ♥✬❛ ♣❛s été q✉❛♥t✐✜é✳ ❊♥✜♥✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♠ét❤♦❞❡✱ ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❡st ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r
❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ♠✐s❡s ❡♥ ❥❡✉ ✐♠♣❧✐q✉❡
❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s str❛té❣✐❡s q✉✐ ❜r✐❞❡♥t ❧❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥✳
❈❡s r❡♠❛rq✉❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬✉♥❡
❞❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❧❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❞❡ ❝❡s tr❛✈❛✉① ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❛♥t
♣❛s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ♦r❞♦♥♥és✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ q✉❛tr❡ ✈♦✐❡s s♦♥t ♣r✐✈✐❧é❣✐é❡s ✿
✶✳ ▲✬❛❥♦✉t ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ❛✉① ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ ✉t✐❧✐sé❡ ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ N ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥tré❡s ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡✮ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ M ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦rt✐❡s✮✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ❧✐❡ ❧❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬❡♥tré❡ ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s❛♥s ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤②✲
♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ N ✭r❡❧❛t✐❢ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥tré❡s✮ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ N +M ✭s♦♠♠❡
✶✽✽
❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❡♥tré❡s ❡t ❞❡s s♦rt✐❡s✮✳ ❈❡❧❛ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞✬❛✛❡❝t❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s
✈❛❧❡✉rs ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s s❛♥s ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❝❤♦r❞ ❧❡♥❣t❤
❡st ✉♥❡ ♣✐st❡ ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡✳ ■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❛❜s❝✐ss❡s ❞❡ ●ré✈✐❧❧❡✱ q✉✐
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s N ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❦♥♦t ✈❡❝t♦rs ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ é✈❛❧✉é
❡♥ ✉♥❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ xk ✭k = 1, ..., N✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ à ❝❡tt❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ xk✳ ❈❡ ❝❤♦✐① ♣❡r♠❡t
❞❡ s✬❛❞❛♣t❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s❛♥s ❛✈♦✐r à ✜❧tr❡r ❞❡s
♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✧✐♥❛❝t✐❢s✧✳
✷✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ✧♣❛t❝❤s✧ ❧♦❝❛✉①✳ ▼❛❧❣ré ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡s ❡♥t✐tés
◆❯❘❇❙✱ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✈❛r✐été ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦✉ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥s
❧♦❝❛❧❡s ❡①✐st❡♥t✱ t♦✉t ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡t s✉r❢❛❝❡s✳ ❈❡❝✐ ré♣♦♥❞ ♣r✐♥❝✐✲
♣❛❧❡♠❡♥t à ❧❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ✐♠♣♦sé❡ ♣❛r ❧❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s à st♦❝❦❡r ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s
❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❛s♣❡❝t ❧♦❝❛❧ ❞✉ ♣❛t❝❤ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r
❢♦rt❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ♠✐s ❡♥ ❥❡✉✳
❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞é❝r✐t❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸ ❡st ✉t✐❧✐s❛❜❧❡✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡
❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ♥♦♥✲♦r❞♦♥♥é❡s ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts
❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ■❧ ❡st ♠ê♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡
❞é✜♥✐ss❛♥t ❡❧❧❡ ♠ê♠❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛t❝❤ ❡t ❧❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s✱ ❡♥ ✉t✐✲
❧✐s❛♥t ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞éré❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
♠ê♠❡ s✐ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ♥✬❡st ♣❧✉s ❞❛♥s ❧❡ st♦❝❦❛❣❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s✱ ❡❧❧❡ ❡st r❡♣♦rté❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉
❞❡s r❛❝❝♦r❞❡♠❡♥ts ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛t❝❤s ◆❯❘❇❙ q✉✐ ❡st ❧♦✐♥ ❞✬êtr❡ ✉♥❡ tâ❝❤❡ tr✐✈✐❛❧❡✳
✸✳ ▲✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ♣❛s ❧❡ st♦❝❦❛❣❡ ❞❡
♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡s t❛✐❧❧❡s✳ ❆✜♥ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ à ✐♥✈❡rs❡r
♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡
q✉✐ ♣❡r♠❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ♥♦♥✲♦r❞♦♥♥és✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ❡♥✈✐s❛❣é ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s
♠ét❤♦❞❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s ♦✉ ✐ss✉❡s ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r é❧é♠❡♥ts
✜♥✐s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s tr❛✐tés ❧♦rs ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ♠❡tt❡♥t ❡♥ ❥❡✉
❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❝r❡✉s❡s ❞❡ très ❣r❛♥❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❡t ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s s♣é❝✐✜q✉❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t
❞✬♦♣t✐♠✐s❡r✱ à ❧❛ ❢♦✐s✱ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳
✹✳ ▲✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦✉❝❤❡ ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥✳ ▲✬✐❞é❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡st ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥ ♣r❡♠✐❡r
♠ét❛♠♦❞è❧❡ très ✧❜❛s✐q✉❡✧ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ♦r❞♦♥♥é❡s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡
❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ♥♦♥✲♦r❞♦♥♥é❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r é❧é♠❡♥ts
✜♥✐s✱ ❝❡❧❛ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❢♦r♠❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s
❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ très ✜♥✱ ❡t ❞❛♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♦ù
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ♦r❞♦♥♥és ❡①tr❛✐ts à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s✱ ✐❧ ❡st ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ✈♦✐s✐♥
✭♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦♦r✮✳ ■❧ ❛♣♣❛r❛ît ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❢♦rt ♣r♦❜❛❜❧❡ q✉❡ ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♥é❝❡ss✐t❡
✉♥ ♥♦♠❜r❡ très ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s ♣♦✉r êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡✳ ■❧ ❢❛✉t t♦✉t❡❢♦✐s ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝✐❜❧❡s✱ ❡t ❞❡ ♣♦✐♥ts
❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱ s♦♥t é❧❡✈és✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ♣♦✐❞s✱ s♦✉❧❡✈é ♣❛r ❧❡ ❝❛s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣rés❡♥té ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✱
❛♠è♥❡ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❡❧❧❡
♠ê♠❡ ❧❡s ♣♦✐❞s à ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ♣❛r♠✐ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐✱
✶✽✾
❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s ❛✉① ♣♦✐❞s ✐♥tr♦❞✉✐ts ♣❛r♠✐ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ■❧ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ✐♥tér❡s✲
s❛♥t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❝❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣❛r♠✐ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛✜♥ ❞✬❡♥ q✉❛♥t✐✜❡r ❧✬❡✛❡t✳
■❧ ❢❛✉t t♦✉t❡❢♦✐s ♥♦t❡r q✉❡✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❡✉t ❞❡✈❡♥✐r très
❣r❛♥❞✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ npoids ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ✐♥tr♦❞✉✐ts ♣❛r♠✐ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡t
M ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✭♦✉ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦rt✐❡s ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡✮✱
❛❧♦rs ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡st ❞❡ (M + 1)× npoids✳
❯♥❡ ❛✉tr❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡✱ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ à ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ✐tér❛t✐✈❡s ❞❡
ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❜❛sé❡s s✉r ❧❡s ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ◆❯❘❇❙ ❛✐❡♥t ❞é❥à été ❝♦♠♣❛ré❡s à ❞✬❛✉tr❡s
♠ét❤♦❞❡s ❡①✐st❛♥t❡s✱ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ ♠♦♥tré ❞❡ ❜✐❡♥ ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts q✉❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s
✐tér❛t✐✈❡s✳ ■❧ s❡♠❜❧❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ♥♦s rés✉❧t❛ts à ❝❡✉① ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ♣❧✉s
✈❛st❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❦r✐❣❡❛❣❡✱ ❧❛ P❖❉ ✭Pr♦♣❡r ❖rt❤♦❣♦♥❛❧ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✮ ♦✉ ❧❛ P●❉
✭Pr♦♣❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✮✳ ▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❢❛✐t❡ s✉r ❞❡s ❝r✐tèr❡s t❡❧s q✉❡
❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ♣❛r❛♠étr❛❣❡ à ré❛❧✐s❡r ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ré❞✉✐t✱
❧❡ t❡♠♣s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ♦❜t❡♥✉✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦✉
❡♥❝♦r❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳
❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❛ ♥é❝❡ss✐té ❧❡ ❞é✲
✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭❍❊❘❖✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✬✉♥❡ ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡ t②♣❡
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ét✐q✉❡ ✭❊❘❆❙▼❯❙✮✱ ❛♣♣❧✐q✉é❡s à ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❢♦r✲
♠✉❧é ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ très ❣é♥ér❛❧❡✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❝❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ♦✛r❡♥t ✉♥ ❣r❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ♣♦✉r
❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ♠♦❞✉❧❛✐r❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛♥♥❡❛✉ r❛✐❞✐ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ rés♦❧✉ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t
♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞✬❊❘❆❙▼❯❙✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬✉♥✐té ré♣ét✐t✐✈❡ ❞✉ ♣❛♥♥❡❛✉ r❛✐❞✐ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥
s②stè♠❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r t②♣❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ✉♥ ♣❧✐ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❡ str❛t✐✜é ❞❡ ❧❛ ♣❡❛✉ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ s❡❝♦♥❞ t②♣❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥
♣❧✐ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❡ str❛t✐✜é ❞✉ r❛✐❞✐ss❡✉r✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ t♦✉t à ❢❛✐t ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞✬❊❘❆❙▼❯❙ s❛♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ str❛té❣✐❡ ▼❙✷▲✳ ■❧ s❡r❛✐t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs
✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s à ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❛ str❛té❣✐❡ ▼❙✷▲✳
P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s tr❛✈❛✉① ré❛❧✐sés ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♦♥t ♣❡r♠✐s✱ ❞✬✉♥❡
♣❛rt✱ ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ◆❯❘❇❙
♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❛②❛♥t ❞é♣❛ssé❡ ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t ✐♠♣♦sé❡s ♣❛r ❧❡s rè❣❧❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ❤ér✐té❡s ❞❡s
❝♦✉r❜❡s ❡t s✉r❢❛❝❡s ❡t✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ét✐q✉❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♣é❝✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥ç✉ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s
♠♦❞✉❧❛✐r❡s ♣♦ssé❞❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s✳
✶✾✵
❆♥♥❡①❡ ❆
❈♦❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣és ❡♥ ❈✰✰ ♣♦✉r ✉♥❡
✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ✐♥t❡r❢❛❝é❡ ❛✈❡❝ ▼❆❚▲❆❇
❊♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t ❞❡s ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡s ❢♦✉r♥✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ♥♦✉s ❢♦✉r♥✐ss♦♥s ✐❝✐ ❧❡s tr♦✐s
♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❝♦❞❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬✉♥❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙✳ ▲❡s ✈❡rs✐♦♥s
♣r♦♣♦sé❡s s♦♥t ❞❡s ✈❡rs✐♦♥s st❛♥❞❛❧♦♥❡ ✭✐✳❡✳ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ❞❛♥s ▼❆❚▲❆❇ ❡♥ ❧❡s ❝♦♠♣✐✲
❧❛♥t✮✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ à ❞❡s ✜♥s ❞❡ r❛♣✐❞✐té ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♥♦t❛♠♠❡♥t✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s t♦✉t❡s ❝❡s r♦✉t✐♥❡s
❞❛♥s ✉♥ ❛✉tr❡ ❢♦r♠❛t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s❡r✈♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ♦✛❡rt❡ ♣❛r ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❈✰✰
❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ✜❝❤✐❡rs ❤❡❛❞❡r ✭✜❝❤✐❡r ❞❡ t②♣❡ ✳❤✮ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ r❡❣r♦✉♣❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ✉♥ s❡✉❧ ✜❝❤✐❡r✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t✱ ❡♥ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✱ ❞❡ ♥❡ ♠♦❞✐✜❡r
❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉✬à ✉♥ s❡✉❧ ❡♥❞r♦✐t✱ s❛♥s ❛✈♦✐r à ♣❛ss❡r ❡♥ r❡✈✉❡ ❧❡s ❝♦❞❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ét❛❜❧✐s✳
• ■♥❞✐❝❡ ❞❡ ♣♦rté❡✳ ❈❡ ❝♦❞❡ ❡st ❝❡❧✉✐ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ♣♦rté❡✱ ♦✉ s♣❛♥ ✐♥❞❡①✱ à
♣❛rt✐r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡✳ ■❧ r❡♥✈♦✐ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞✬✐♥❞✐❝❡ ❛❞❛♣té❡ à ✉♥❡ ♥✉♠ér♦t❛t✐♦♥
❞✬✐♥❞✐❝❡ ❞é❜✉t❛♥t à ✵ ✭❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❡♥ ❈✰✰✮✳ ■❧ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡
t②♣❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ r❡♥✈♦②é ❡st ✉♥ ✢♦tt❛♥t ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞♦✉❜❧❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ✈❡rs✐♦♥ st❛♥❞❛❧♦♥❡
t❛♥❞✐s q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r
r❡♥✈♦②é❡ ❡st ❞❡ t②♣❡ ❡♥t✐❡r✳ ❈❡❝✐ ❡st ❞û ❛✉ ❢❛✐t q✉✬✉♥ ❡♥t✐❡r r❡♥✈♦②é ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧♠❡①✧
❡st ❝♦♥✈❡rt✐❡ ❡♥ t②♣❡ ❞♦✉❜❧❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ▼❆❚▲❆❇✳
✶ ✴∗❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂
✷ ∗ ❚❤✐s ❢✉♥❝ t ✐ ♦♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s♣❛♥ ✐♥❞❡① ❛t ♣❛r❛♠❡tr ✐❝ ❧ ♦ ❝ ❛ t ✐ ♦ ♥ ✉
✸ ∗
✹ ❬ s♣❛♥ ❪❂ ❢✐♥❞❙♣❛♥❴♠❡① ✭♥ ✱ ♣ ✱ ✉ ✱❯✮ ❀
✺ ∗
✻ ∗ ❚❤✐s ✐ s t❤❡ ❧ ✐ ♥ ❡ t♦ ❝♦♠♣✐ ❧❡ t❤❡ ❢✉♥❝ t ✐ ♦♥ ✐♥ t♦ ♠❛t❧❛❜ ✭ ♥❡❡❞ ❝✰✰
✼ ∗ ❝♦♠♣✐ ❧❡r ✮ ✿
✽ ∗
✾ ♠❡① ❢✐♥❞❙♣❛♥❴♠❡① ✳ ❝♣♣
✶✵ ∗
✶✶ ∗ ❚❤✐s ✐ s ❛ ▼❊❳− ❢ ✐ ❧ ❡ ❢ ♦ r ▼❆❚▲❆❇✳
✶✷ ∗❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂∗✴
✶✸
✶✹ ★✐♥❝ ❧✉❞❡ ✧♠❡① ✳ ❤✧
✶✾✶
✶✺ ★✐♥❝ ❧✉❞❡ ✧♠❛tr✐① ✳ ❤✧
✶✻
✶✼ ✴✴ ❢ ✐♥❞❙♣❛♥ ❢✉♥❝ t ✐ ♦♥
✶✽ ❞♦✉❜❧❡ ❢ ✐♥❞s♣❛♥ ✭ ✐ ♥ t ♥ ✱ ✐ ♥ t ♣ ✱ ❞♦✉❜❧❡ ✉ ✱ ❞♦✉❜❧❡ ∗❯✮
✶✾ ④
✷✵ ✴✴ ❚❤✐s ❛ ❧❣♦r ✐ t❤♠ r❡t✉r♥ t❤❡ ❦♥♦t s♣❛♥ ✐♥❞❡① ✭✧ s♣❛♥ ✧✮ ❛t t❤❡ ♣♦ ✐♥t ✧✉✧ t♦ ❜❡
❝ ❛ ❧ ❝ ✉ ❧ ❛ t ❡❞
✷✶ ✴✴ ■♥♣✉ts ✿
✷✷ ✴✴ − ♥ ✿ ♠❛① ✐♥❞❡① ♦ ❢ ❝ ♦♥ t r ♦ ❧ ♣♦ ✐♥ t s ❢ ♦ r t❤❡ ❇−❙♣ ❧ ✐♥❡
✷✸ ✴✴ − ♣ ✿ ❞❡❣r❡❡ ♦ ❢ t❤❡ ❇−❙♣ ❧ ✐♥❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
✷✹ ✴✴ − ✉ ✿ ♣❛r❛♠❡tr ✐❝ ♣♦ ✐♥t
✷✺ ✴✴ − ❯ ✿ ❑♥♦t ✈❡❝ t♦ r
✷✻ ✴✴ ❖✉t♣✉t ✿
✷✼ ✴✴ − s♣❛♥ ✿ ❦♥♦t s♣❛♥ ✐♥❞❡① ❛t t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr ✐❝ ♣♦ ✐♥t ✉
✷✽ ✴✴ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❆✷✳ ✶ ✧❚❤❡ ◆❯❘❇❙ ❇♦♦❦✧ ♣ ✳ ✻✽
✷✾
✸✵ ✐ ♥ t ❧♦✇ ✱ ❤✐❣❤ ✱ ♠✐❞ ❀
✸✶ ✴✴ s ♣ ❡ ❝ ✐ ❛ ❧ ❝❛s❡
✸✷ ✐ ❢ ✭✉ ❂❂ ❯❬ ✭ ♠✇❙✐③❡ ✮♥✰✶❪✮ ④ r❡ t✉r♥ ✭ ✭ ❞♦✉❜❧❡ ✮♥✮ ❀ ⑥
✸✸ ✴✴ ❞♦ ❜✐♥❛r② s❡❛r❝❤
✸✹ ❧♦✇ ❂ ♣ ❀
✸✺ ❤✐❣❤ ❂ ♥ ✰ ✶ ❀
✸✻ ♠✐❞ ❂ ✭ ❧♦✇ ✰ ❤✐❣❤ ✮ ✴ ✷ ❀
✸✼ ✇❤✐ ❧❡ ✭ ✭✉ ❁ ❯❬ ✭ ♠✇❙✐③❡ ✮♠✐❞ ❪ ⑤ ⑤ ✉ ❃❂ ❯❬ ✭ ♠✇❙✐③❡ ✮♠✐❞✰✶❪✮ ✮
✸✽ ④
✸✾ ✐ ❢ ✭✉ ❁ ❯❬ ✭ ♠✇❙✐③❡ ✮♠✐❞ ❪ ✮
✹✵ ④
✹✶ ❤✐❣❤ ❂ ♠✐❞ ❀
✹✷ ⑥
✹✸ ❡ ❧ s ❡
✹✹ ④
✹✺ ❧♦✇ ❂ ♠✐❞ ❀
✹✻ ⑥
✹✼ ♠✐❞ ❂ ✭ ❧♦✇ ✰ ❤✐❣❤ ✮ ✴ ✷ ❀
✹✽ ⑥
✹✾ r❡ t✉r♥ ✭ ✭ ❞♦✉❜❧❡ ✮♠✐❞ ✮ ❀
✺✵ ⑥
✺✶
✺✷ ✴✴
✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴
✺✸
✺✹ ✴✴ ♠❡① t❤❛t r ❡♣ ❧ ❛ ❝ ❡ ♠❛✐♥
✺✺ ✈♦✐❞ ♠❡①❋✉♥❝t✐♦♥ ✭ ✐ ♥ t ♥❧❤s ✱ ♠①❆rr❛② ∗ ♣❧❤s ❬ ❪ ✱
✺✻ ✐ ♥ t ♥r❤s ✱ ❝♦♥st ♠①❆rr❛② ∗♣r❤s ❬ ❪ ✮
✺✼ ④
✺✽ ✴∗ ❱❛r ✐❛❜ ❧❡ ❞ ❡ ❝ ❧ ❛ r ❛ t ✐ ♦ ♥ s ❤❡r❡ ∗✴
✺✾ ✐ ♥ t ♥ ✱ ♣ ✱ ✐ ❀
✻✵ ❞♦✉❜❧❡ ✉ ❀
✻✶ ❞♦✉❜❧❡ ∗❯❀
✻✷
✻✸ ❞♦✉❜❧❡ ∗ s♣❛♥ ❀
✻✹
✶✾✷
✻✺ ✴∗ ❝❤❡❝❦ ❢ ♦ r ♣r♦♣❡r ♥✉♠❜❡r ♦ ❢ ❛r❣✉♠❡♥ts ∗✴
✻✻ ✐ ❢ ✭ ♥r❤s ✦❂✹✮ ④
✻✼ ♠❡①❊rr▼s❣■❞❆♥❞❚①t ✭ ✧▼②❚♦♦❧❜♦① ✿ ❛rr❛②Pr♦❞✉❝t ✿ ♥r❤s ✧ ✱ ✧✹ ✐♥♣✉ts r ❡q✉ ✐ r ❡❞ ✳ ✧ ✮
❀
✻✽ ⑥
✻✾ ✐ ❢ ✭ ♥ ❧❤s ✦❂✶✮ ④
✼✵ ♠❡①❊rr▼s❣■❞❆♥❞❚①t ✭ ✧▼②❚♦♦❧❜♦① ✿ ❛rr❛②Pr♦❞✉❝t ✿ ♥ ❧❤s ✧ ✱ ✧✶ ♦✉t♣✉t r ❡q✉ ✐ r ❡❞ ✳ ✧ ✮
❀
✼✶ ⑥
✼✷
✼✸ ✴∗ ❣❡t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦ ❢ t❤❡ s ❝ ❛ ❧ ❛ r ✐♥♣✉ts ∗✴
✼✹ ♥ ❂ ✭ ✐ ♥ t ✮ ♠①●❡t❙❝❛❧❛r ✭ ♣r❤s ❬ ✵ ❪ ✮ ❀
✼✺ ♣ ❂ ✭ ✐ ♥ t ✮ ♠①●❡t❙❝❛❧❛r ✭ ♣r❤s ❬ ✶ ❪ ✮ ❀
✼✻
✼✼ ✉ ❂ ✭ ❞♦✉❜❧❡ ✮ ♠①●❡t❙❝❛❧❛r ✭ ♣r❤s ❬ ✷ ❪ ✮ ❀
✼✽
✼✾ ✴∗ ❝ r ❡ ❛ t ❡ ❛ ♣♦ ✐♥ t ❡ r t♦ t❤❡ r ❡ ❛ ❧ ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ♠❛tr✐① ∗✴
✽✵ ❯ ❂ ✭ ❞♦✉❜❧❡ ∗✮ ♠①●❡tPr✭ ♣r❤s ❬ ✸ ❪ ✮ ❀
✽✶
✽✷ ✴∗ ❝ r ❡ ❛ t ❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♠❛tr✐① ∗✴
✽✸ ♣❧❤s ❬ ✵ ❪ ❂ ♠①❈r❡❛t❡❉♦✉❜❧❡▼❛tr✐① ✭✶ ✱ ✶ ✱♠①❘❊❆▲✮ ❀
✽✹
✽✺ ✴∗ ❣❡t ❛ ♣♦ ✐♥ t ❡ r t♦ t❤❡ r ❡ ❛ ❧ ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♠❛tr✐① ∗✴
✽✻ s♣❛♥ ❂ ✭ ❞♦✉❜❧❡ ∗✮ ♠①●❡tPr✭ ♣ ❧❤s ❬ ✵ ❪ ✮ ❀
✽✼
✽✽ ✴∗ ❝ ❛ ❧ ❧ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t ✐♦♥❛❧ r ♦✉ t ✐♥ ❡ ∗✴
✽✾ ∗ s♣❛♥ ❂ ❢ ✐♥❞s♣❛♥ ✭♥ ✱ ♣ ✱ ✉ ✱ ❯✮ ❀
✾✵
✾✶ r❡ t✉r♥ ❀
✾✷ ⑥
• ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡s✳ ▲❡ ❝♦❞❡✱ ❢♦✉r♥✐ ✐❝✐✱ ♣❡r♠❡t ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s pi + 1 ✈❛❧❡✉rs ♥♦♥
♥✉❧❧❡s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡✱ à ♣❛rt✐r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙✱ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡
❞❡ ♣♦rté❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡✳
❈❡tt❡ ✈❡rs✐♦♥ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ st❛♥❞❛❧♦♥❡ ❡t ♥é❝❡ss✐t❡ ❞✬❛✈♦✐r ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❝❛❧❝✉❧é
❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ♣♦rté❡✳
✶ ✴∗
❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂
✷ ∗ ❚❤✐s ❢✉♥❝ t ✐ ♦♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♥♦♥−♥✉ ❧ ❧ ❜ ❛ s ✐ s ❢ ✉♥❝ t ✐ ♦♥ ❛t ♣❛r❛♠❡tr ✐❝ ❧ ♦ ❝ ❛ t ✐ ♦ ♥ ✉
✸ ∗
✹ ❬◆❪❂ ❜❛s✐s❋✉♥❴♠❡① ✭ s♣❛♥ ✱ ✉ ✱ ♣ ✱❯✮ ❀
✺ ∗
✻ ∗ ❚❤✐s ✐ s t❤❡ ❧ ✐ ♥ ❡ t♦ ❝♦♠♣✐ ❧❡ t❤❡ ❢✉♥❝ t ✐ ♦♥ ✐♥ t♦ ♠❛t❧❛❜ ✭ ♥❡❡❞ ❝✰✰
✼ ∗ ❝♦♠♣✐ ❧❡r ✮ ✿
✽ ∗
✾ ♠❡① ❜❛s✐s❋✉♥❴♠❡① ✳ ❝♣♣
✶✵ ∗
✶✶ ∗ ❚❤✐s ✐ s ❛ ▼❊❳− ❢ ✐ ❧ ❡ ❢ ♦ r ▼❆❚▲❆❇✳
✶✷ ∗❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂
∗✴
✶✸
✶✾✸
✶✹ ★✐♥❝ ❧✉❞❡ ✧♠❡① ✳ ❤✧
✶✺ ★✐♥❝ ❧✉❞❡ ✧♠❛tr✐① ✳ ❤✧
✶✻
✶✼ ✴✴ ❜❛s✐s❋✉♥ ❢✉♥❝ t ✐ ♦♥
✶✽ ✈♦✐❞ ❜❛ s ✐ s ❢ ✉♥ ✭ ✐ ♥ t ✐ ✱ ❞♦✉❜❧❡ ✉ ✱ ✐ ♥ t ♣ ✱ ❞♦✉❜❧❡ ∗❯✱ ❞♦✉❜❧❡ ∗◆✮
✶✾ ④
✷✵ ✴✴ ❚❤✐s ❛ ❧❣♦r ✐ t❤♠ r❡t✉r♥ t❤❡ ♥♦♥−♥✉ ❧ ❧ ❜ ❛ s ✐ s ❢ ✉♥ ❝ t ✐ ♦♥ s ❛t t❤❡ ♣♦ ✐♥t ✧✉✧ t♦ ❜❡
✷✶ ✴✴ ❝ ❛ ❧ ❝ ✉ ❧ ❛ t ❡❞
✷✷ ✴✴ ■♥♣✉ts ✿
✷✸ ✴✴ − ✐ ✿ ❦♥♦t s♣❛♥ ✐♥❞❡① ❛t t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr ✐❝ ♣♦ ✐♥t ✉ ❢r♦♠ t❤❡ ❢✉♥❝ t ✐ ♦♥
✷✹ ✴✴ ✧ ❢ ✐♥❞s♣❛♥ ✧
✷✺ ✴✴ − ♣ ✿ ❞❡❣r❡❡ ♦ ❢ t❤❡ ❇−❙♣ ❧ ✐♥❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
✷✻ ✴✴ − ✉ ✿ ♣❛r❛♠❡tr ✐❝ ♣♦ ✐♥t
✷✼ ✴✴ − ❯ ✿ ❑♥♦t ✈❡❝ t♦ r
✷✽ ✴✴ ❖✉t♣✉t ✿
✷✾ ✴✴ − ◆ ✿ ❇❛s ✐ s ❢ ✉♥❝ t ✐ ♦♥ s ✈❡❝ t♦ r ❬ ♣✰✶❪
✸✵ ✴✴ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❆✷✳ ✷ ❢r♦♠ ✧❚❤❡ ◆❯❘❇❙ ❇♦♦❦✧ ♣ ✳ ✼✵
✸✶ ✐ ♥ t ❥ ✱ r ❀
✸✷ ❞♦✉❜❧❡ s❛✈❡❞ ✱ t❡♠♣ ❀
✸✸ ✴✴ ♠❡♠♦r② ❛ ❧ ❧ ♦ ❝ ❛ t ✐ ♦ ♥
✸✹ ❞♦✉❜❧❡ ∗ ❧ ❡ ❢ t ❂ ✭ ❞♦✉❜❧❡ ∗✮ ♠①❈❛❧❧♦❝ ✭♠✇❙✐③❡ ✭♣✰✶✮ ✱ s ✐ ③ ❡ ♦ ❢ ✭ ❞♦✉❜❧❡ ✮ ✮ ❀ ✴✴
♥❡✇ ❞♦✉❜❧❡ ❬ ♣✰✶❪ ❀
✸✺ ❞♦✉❜❧❡ ∗ r ✐ ❣ ❤ t ❂ ✭ ❞♦✉❜❧❡ ∗✮ ♠①❈❛❧❧♦❝ ✭♠✇❙✐③❡ ✭♣✰✶✮ ✱ s ✐ ③ ❡ ♦ ❢ ✭ ❞♦✉❜❧❡ ✮ ✮ ❀ ✴✴
♥❡✇ ❞♦✉❜❧❡ ❬ ♣✰✶❪ ❀
✸✻ ◆❬ ✵ ❪ ❂ ✶ ✳ ✵ ❀
✸✼ ❢ ♦ r ✭ ❥ ❂ ✶ ❀ ❥ ❁❂ ♣ ❀ ❥✰✰✮
✸✽ ④
✸✾ ❧ ❡ ❢ t ❬ ❥ ❪ ❂ ✉ − ❯❬ ✭ ♠✇❙✐③❡ ✮ ✭ ✐✰✶− ❥ ✮ ❪ ❀
✹✵ r ✐ ❣ ❤ t ❬ ❥ ❪ ❂ ❯❬ ✭ ♠✇❙✐③❡ ✮ ✭ ✐✰❥ ✮ ❪ − ✉ ❀
✹✶ s❛✈❡❞ ❂ ✵ ✳ ✵ ❀
✹✷
✹✸ ❢ ♦ r ✭ r ❂ ✵ ❀ r ❁ ❥ ❀ r✰✰✮
✹✹ ④
✹✺ t❡♠♣ ❂ ◆❬ r ❪ ✴ ✭ r ✐ ❣ ❤ t ❬ r✰✶❪ ✰ ❧ ❡ ❢ t ❬ ❥−r ❪ ✮ ❀
✹✻ ◆❬ r ❪ ❂ s❛✈❡❞ ✰ r ✐ ❣❤ t ❬ r✰✶❪ ∗ t❡♠♣ ❀
✹✼ s❛✈❡❞ ❂ ❧ ❡ ❢ t ❬ ❥−r ❪ ∗ t❡♠♣ ❀
✹✽ ⑥
✹✾
✺✵ ◆❬ ❥ ❪ ❂ s❛✈❡❞ ❀
✺✶ ⑥
✺✷
✺✸ ✴✴ ♠❡♠♦r② r ❡ ❧ ❡ ❛ s ❡
✺✹ ♠①❋r❡❡ ✭ ❧ ❡ ❢ t ✮ ❀ ✴✴ ❞ ❡ ❧ ❡ t ❡ ❬ ❪ ❧ ❡ ❢ t ❀
✺✺ ♠①❋r❡❡ ✭ r ✐ ❣ ❤ t ✮ ❀ ✴✴ ❞ ❡ ❧ ❡ t ❡ ❬ ❪ r ✐ ❣ ❤ t ❀
✺✻ ⑥
✺✼
✺✽ ✴✴
✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴
✺✾
✻✵ ✴✴ ♠❡① t❤❛t r ❡♣ ❧ ❛ ❝ ❡ ♠❛✐♥
✻✶ ✈♦✐❞ ♠❡①❋✉♥❝t✐♦♥ ✭ ✐ ♥ t ♥❧❤s ✱ ♠①❆rr❛② ∗ ♣❧❤s ❬ ❪ ✱
✻✷ ✐ ♥ t ♥r❤s ✱ ❝♦♥st ♠①❆rr❛② ∗♣r❤s ❬ ❪ ✮
✶✾✹
✻✸ ④
✻✹ ✴∗ ❱❛r ✐❛❜ ❧❡ ❞ ❡ ❝ ❧ ❛ r ❛ t ✐ ♦ ♥ s ❤❡r❡ ∗✴
✻✺ ✐ ♥ t ✐ ✱ ♣ ❀
✻✻ ❞♦✉❜❧❡ ✉ ✱ ∗❯✱ ∗◆❀
✻✼
✻✽ ✴∗ ❝❤❡❝❦ ❢ ♦ r ♣r♦♣❡r ♥✉♠❜❡r ♦ ❢ ❛r❣✉♠❡♥ts ∗✴
✻✾ ✐ ❢ ✭ ♥r❤s ✦❂✹✮ ④
✼✵ ♠❡①❊rr▼s❣■❞❆♥❞❚①t ✭ ✧▼②❚♦♦❧❜♦① ✿ ❛rr❛②Pr♦❞✉❝t ✿ ♥r❤s ✧ ✱ ✧✹ ✐♥♣✉ts r ❡q✉ ✐ r ❡❞ ✳ ✧ ✮
❀
✼✶ ⑥
✼✷ ✐ ❢ ✭ ♥ ❧❤s ✦❂✶✮ ④
✼✸ ♠❡①❊rr▼s❣■❞❆♥❞❚①t ✭ ✧▼②❚♦♦❧❜♦① ✿ ❛rr❛②Pr♦❞✉❝t ✿ ♥ ❧❤s ✧ ✱ ✧✶ ♦✉t♣✉t r ❡q✉ ✐ r ❡❞ ✳ ✧ ✮
❀
✼✹ ⑥
✼✺
✼✻ ✴∗ ❣❡t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦ ❢ t❤❡ s ❝ ❛ ❧ ❛ r ✐♥♣✉ts ∗✴
✼✼ ✐ ❂ ✭ ✐ ♥ t ✮ ♠①●❡t❙❝❛❧❛r ✭ ♣r❤s ❬ ✵ ❪ ✮ ❀
✼✽ ♣ ❂ ✭ ✐ ♥ t ✮ ♠①●❡t❙❝❛❧❛r ✭ ♣r❤s ❬ ✷ ❪ ✮ ❀
✼✾
✽✵ ✉ ❂ ✭ ❞♦✉❜❧❡ ✮ ♠①●❡t❙❝❛❧❛r ✭ ♣r❤s ❬ ✶ ❪ ✮ ❀
✽✶
✽✷ ✴∗ ❝ r ❡ ❛ t ❡ ❛ ♣♦ ✐♥ t ❡ r t♦ t❤❡ r ❡ ❛ ❧ ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ♠❛tr✐① ∗✴
✽✸ ❯ ❂ ✭ ❞♦✉❜❧❡ ∗✮ ♠①●❡tPr✭ ♣r❤s ❬ ✸ ❪ ✮ ❀
✽✹
✽✺ ✴∗ ❝ r ❡ ❛ t ❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♠❛tr✐① ∗✴
✽✻ ♣❧❤s ❬ ✵ ❪ ❂ ♠①❈r❡❛t❡❉♦✉❜❧❡▼❛tr✐① ✭✶ ✱♠✇❙✐③❡ ✭♣✰✶✮ ✱♠①❘❊❆▲✮ ❀
✽✼
✽✽ ✴∗ ❣❡t ❛ ♣♦ ✐♥ t ❡ r t♦ t❤❡ r ❡ ❛ ❧ ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♠❛tr✐① ∗✴
✽✾ ◆ ❂ ✭ ❞♦✉❜❧❡ ∗✮ ♠①●❡tPr✭ ♣ ❧❤s ❬ ✵ ❪ ✮ ❀
✾✵
✾✶ ✴∗ ❝ ❛ ❧ ❧ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t ✐♦♥❛❧ r ♦✉ t ✐♥ ❡ ∗✴
✾✷ ❜❛ s ✐ s ❢ ✉♥ ✭ ✐ ✱ ✉ ✱ ♣ ✱ ✫❯❬ ✵ ❪ ✱ ✫◆❬ ✵ ❪ ✮ ❀
✾✸
✾✹ r❡ t✉r♥ ❀
✾✺ ⑥
• P♦✐♥t ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙✳ ❈❡ ❝♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t
❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ◆❯❘❇❙✱ H✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡t ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✳ ▲❛ ✈❡rs✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❞♦♥t
❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❡st N = 6 ❡t ❞♦♥t ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡
❡st M = 2✳ ❈❡tt❡ ✈❡rs✐♦♥ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ st❛♥❞❛❧♦♥❡ ❡t ♣❡r♠❡t✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t✱ ❧❡
❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞✉ ♠ét❛♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✳
✶ ✴∗
❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂
✷ ∗ ❚❤✐s ❢✉♥❝ t ✐ ♦♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ◆❯❘❇❙ ❤②♣❡r s✉r ❢❛❝❡ ♣♦ ✐♥t ❢ ♦ r ❛ ♣❛r❛♠❡tr ✐❝
❞✐♠❡♥s✐♦♥
✸ ∗ ◆ ❂ ✻ ❛♥❞ ❛ ❤②♣❡r s✉r ❢❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ▼ ❂ ✷
✹ ∗
✺ ❬❍❪❂ ❤②♣❡r❙✉r❢❛❝❡P♦✐♥t❴◆✻❴▼✷❴♠❡① ✭♥✶ ✱ ♥✷ ✱ ♥✸ ✱ ♥✹ ✱ ♥✺ ✱ ♥✻ ✱ ♣✶ ✱ ♣✷ ✱ ♣✸ ✱ ♣✹ ✱ ♣✺ ✱ ♣✻ ✱ ✳ ✳ ✳
✻ ✉✶ ✱ ✉✷ ✱ ✉✸ ✱ ✉✹ ✱ ✉✺ ✱ ✉✻ ✱ ❯✶ ✱❯✷ ✱❯✸ ✱❯✹ ✱❯✺ ✱❯✻ ✱ P✶ ✱ P✷✮ ❀
✼ ∗
✶✾✺
✽ ∗ ❚❤✐s ✐ s t❤❡ ❧ ✐ ♥ ❡ t♦ ❝♦♠♣✐ ❧❡ t❤❡ ❢✉♥❝ t ✐ ♦♥ ✐♥ t♦ ♠❛t❧❛❜ ✭ ♥❡❡❞ ❝✰✰
✾ ∗ ❝♦♠♣✐ ❧❡r ✮ ✿
✶✵ ∗
✶✶ ♠❡① ❤②♣❡r❙✉r❢❛❝❡P♦✐♥t❴◆✻❴▼✷❴♠❡① ✳ ❝♣♣
✶✷ ∗
✶✸ ■♥♣✉ts ✿
✶✹ − ♥ ✿ ♠❛① ✐♥❞❡① ♦ ❢ ❝ ♦♥ t r ♦ ❧ ♣♦ ✐♥ t s ❢ ♦ r t❤❡ ❇−❙♣ ❧ ✐♥❡
✶✺ − ♣ ✿ ❞❡❣r❡❡ ♦ ❢ t❤❡ ❇−❙♣ ❧ ✐♥❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
✶✻ − ✉ ✿ ♣❛r❛♠❡tr ✐❝ ♣♦ ✐♥t
✶✼ − ❯ ✿ ❑♥♦t ✈❡❝ t♦ r
✶✽ ❖✉t♣✉t ✿
✶✾ − s♣❛♥ ✿ ❦♥♦t s♣❛♥ ✐♥❞❡① ❛t t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr ✐❝ ♣♦ ✐♥t ✉
✷✵ ∗
✷✶ ∗ ❚❤✐s ✐ s ❛ ▼❊❳− ❢ ✐ ❧ ❡ ❢ ♦ r ▼❆❚▲❆❇✳
✷✷ ∗❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂
∗✴
✷✸
✷✹ ★✐♥❝ ❧✉❞❡ ✧♠❡① ✳ ❤✧
✷✺ ★✐♥❝ ❧✉❞❡ ✧♠❛tr✐① ✳ ❤✧
✷✻
✷✼ ✴✴ ❢ ✐♥❞❙♣❛♥ ❢✉♥❝ t ✐ ♦♥
✷✽ ✐ ♥ t ❢ ✐♥❞s♣❛♥ ✭ ✐ ♥ t ♥ ✱ ✐ ♥ t ♣ ✱ ❞♦✉❜❧❡ ✉ ✱ ❞♦✉❜❧❡ ∗❯✮
✷✾ ④
✸✵ ✴✴ ❚❤✐s ❛ ❧❣♦r ✐ t❤♠ r❡t✉r♥ t❤❡ ❦♥♦t s♣❛♥ ✐♥❞❡① ✭✧ s♣❛♥ ✧✮ ❛t t❤❡ ♣♦ ✐♥t ✧✉✧ t♦ ❜❡
❝ ❛ ❧ ❝ ✉ ❧ ❛ t ❡❞
✸✶ ✴✴ ■♥♣✉ts ✿
✸✷ ✴✴ − ♥ ✿ ♠❛① ✐♥❞❡① ♦ ❢ ❝ ♦♥ t r ♦ ❧ ♣♦ ✐♥ t s ❢ ♦ r t❤❡ ❇−❙♣ ❧ ✐♥❡
✸✸ ✴✴ − ♣ ✿ ❞❡❣r❡❡ ♦ ❢ t❤❡ ❇−❙♣ ❧ ✐♥❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
✸✹ ✴✴ − ✉ ✿ ♣❛r❛♠❡tr ✐❝ ♣♦ ✐♥t
✸✺ ✴✴ − ❯ ✿ ❑♥♦t ✈❡❝ t♦ r
✸✻ ✴✴ ❖✉t♣✉t ✿
✸✼ ✴✴ − s♣❛♥ ✿ ❦♥♦t s♣❛♥ ✐♥❞❡① ❛t t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr ✐❝ ♣♦ ✐♥t ✉
✸✽ ✴✴ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❆✷✳ ✶ ✧❚❤❡ ◆❯❘❇❙ ❇♦♦❦✧ ♣ ✳ ✻✽ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡① ❢♦r♠❛t ♦ ❢ ♠❛t❧❛❜
✸✾
✹✵ ✐ ♥ t ❧♦✇ ✱ ❤✐❣❤ ✱ ♠✐❞ ❀
✹✶ ✴✴ s ♣ ❡ ❝ ✐ ❛ ❧ ❝❛s❡
✹✷ ✐ ❢ ✭✉ ❂❂ ❯❬ ✭ ♠✇❙✐③❡ ✮♥✰✶❪✮ ④ r❡ t✉r♥ ✭♥✮ ❀ ⑥
✹✸ ✴✴ ❞♦ ❜✐♥❛r② s❡❛r❝❤
✹✹ ❧♦✇ ❂ ♣ ❀
✹✺ ❤✐❣❤ ❂ ♥ ✰ ✶ ❀
✹✻ ♠✐❞ ❂ ✭ ❧♦✇ ✰ ❤✐❣❤ ✮ ✴ ✷ ❀
✹✼ ✇❤✐ ❧❡ ✭ ✭✉ ❁ ❯❬ ✭ ♠✇❙✐③❡ ✮♠✐❞ ❪ ⑤ ⑤ ✉ ❃❂ ❯❬ ✭ ♠✇❙✐③❡ ✮♠✐❞✰✶❪✮ ✮
✹✽ ④
✹✾ ✐ ❢ ✭✉ ❁ ❯❬ ✭ ♠✇❙✐③❡ ✮♠✐❞ ❪ ✮
✺✵ ④
✺✶ ❤✐❣❤ ❂ ♠✐❞ ❀
✺✷ ⑥
✺✸ ❡ ❧ s ❡
✺✹ ④
✺✺ ❧♦✇ ❂ ♠✐❞ ❀
✺✻ ⑥
✺✼ ♠✐❞ ❂ ✭ ❧♦✇ ✰ ❤✐❣❤ ✮ ✴ ✷ ❀
✺✽ ⑥
✶✾✻
✺✾ r❡ t✉r♥ ✭♠✐❞ ✮ ❀
✻✵ ⑥
✻✶
✻✷ ✴✴ ❜❛s✐s❋✉♥ ❢✉♥❝ t ✐ ♦♥
✻✸ ✈♦✐❞ ❜❛ s ✐ s ❢ ✉♥ ✭ ✐ ♥ t ✐ ✱ ❞♦✉❜❧❡ ✉ ✱ ✐ ♥ t ♣ ✱ ❞♦✉❜❧❡ ∗❯✱ ❞♦✉❜❧❡ ∗◆✮
✻✹ ④
✻✺ ✴✴ ❚❤✐s ❛ ❧❣♦r ✐ t❤♠ r❡t✉r♥ t❤❡ ♥♦♥−♥✉ ❧ ❧ ❜ ❛ s ✐ s ❢ ✉♥ ❝ t ✐ ♦♥ s ❛t t❤❡ ♣♦ ✐♥t ✧✉✧ t♦ ❜❡
✻✻ ✴✴ ❝ ❛ ❧ ❝ ✉ ❧ ❛ t ❡❞
✻✼ ✴✴ ■♥♣✉ts ✿
✻✽ ✴✴ − ✐ ✿ ❦♥♦t s♣❛♥ ✐♥❞❡① ❛t t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr ✐❝ ♣♦ ✐♥t ✉ ❢r♦♠ t❤❡ ❢✉♥❝ t ✐ ♦♥
✻✾ ✴✴ ✧ ❢ ✐♥❞s♣❛♥ ✧
✼✵ ✴✴ − ♣ ✿ ❞❡❣r❡❡ ♦ ❢ t❤❡ ❇−❙♣ ❧ ✐♥❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
✼✶ ✴✴ − ✉ ✿ ♣❛r❛♠❡tr ✐❝ ♣♦ ✐♥t
✼✷ ✴✴ − ❯ ✿ ❑♥♦t ✈❡❝ t♦ r
✼✸ ✴✴ ❖✉t♣✉t ✿
✼✹ ✴✴ − ◆ ✿ ❇❛s ✐ s ❢ ✉♥❝ t ✐ ♦♥ s ✈❡❝ t♦ r ❬ ♣✰✶❪
✼✺ ✴✴ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❆✷✳ ✷ ✧❚❤❡ ◆❯❘❇❙ ❇♦♦❦✧ ♣ ✳ ✼✵ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡① ❢♦r♠❛t ♦ ❢ ♠❛t❧❛❜
✼✻ ✐ ♥ t ❥ ✱ r ❀
✼✼ ❞♦✉❜❧❡ s❛✈❡❞ ✱ t❡♠♣ ❀
✼✽ ✴✴ ♠❡♠♦r② ❛ ❧ ❧ ♦ ❝ ❛ t ✐ ♦ ♥ ✭♠❡① ✈❡ r s ✐ ♦♥ ♦ ❢ ♥❡✇✮
✼✾ ❞♦✉❜❧❡ ∗ ❧ ❡ ❢ t ❂ ✭ ❞♦✉❜❧❡ ∗✮ ♠①❈❛❧❧♦❝ ✭♠✇❙✐③❡ ✭♣✰✶✮ ✱ s ✐ ③ ❡ ♦ ❢ ✭ ❞♦✉❜❧❡ ✮ ✮ ❀
✽✵ ❞♦✉❜❧❡ ∗ r ✐ ❣ ❤ t ❂ ✭ ❞♦✉❜❧❡ ∗✮ ♠①❈❛❧❧♦❝ ✭♠✇❙✐③❡ ✭♣✰✶✮ ✱ s ✐ ③ ❡ ♦ ❢ ✭ ❞♦✉❜❧❡ ✮ ✮ ❀
✽✶ ◆❬ ✵ ❪ ❂ ✶ ✳ ✵ ❀
✽✷ ❢ ♦ r ✭ ❥ ❂ ✶ ❀ ❥ ❁❂ ♣ ❀ ❥✰✰✮
✽✸ ④
✽✹ ❧ ❡ ❢ t ❬ ❥ ❪ ❂ ✉ − ❯❬ ✭ ♠✇❙✐③❡ ✮ ✭ ✐✰✶− ❥ ✮ ❪ ❀
✽✺ r ✐ ❣ ❤ t ❬ ❥ ❪ ❂ ❯❬ ✭ ♠✇❙✐③❡ ✮ ✭ ✐✰❥ ✮ ❪ − ✉ ❀
✽✻ s❛✈❡❞ ❂ ✵ ✳ ✵ ❀
✽✼
✽✽ ❢ ♦ r ✭ r ❂ ✵ ❀ r ❁ ❥ ❀ r✰✰✮
✽✾ ④
✾✵ t❡♠♣ ❂ ◆❬ r ❪ ✴ ✭ r ✐ ❣ ❤ t ❬ r✰✶❪ ✰ ❧ ❡ ❢ t ❬ ❥−r ❪ ✮ ❀
✾✶ ◆❬ r ❪ ❂ s❛✈❡❞ ✰ r ✐ ❣❤ t ❬ r✰✶❪ ∗ t❡♠♣ ❀
✾✷ s❛✈❡❞ ❂ ❧ ❡ ❢ t ❬ ❥−r ❪ ∗ t❡♠♣ ❀
✾✸ ⑥
✾✹
✾✺ ◆❬ ❥ ❪ ❂ s❛✈❡❞ ❀
✾✻ ⑥
✾✼
✾✽ ✴✴ ♠❡♠♦r② r ❡ ❧ ❡ ❛ s ❡ ✭♠❡① ✈❡ r s ✐ ♦♥ ♦ ❢ ❞ ❡ ❧ ❡ t ❡ ✮
✾✾ ♠①❋r❡❡ ✭ ❧ ❡ ❢ t ✮ ❀
✶✵✵ ♠①❋r❡❡ ✭ r ✐ ❣ ❤ t ✮ ❀
✶✵✶ ⑥
✶✵✷
✶✵✸ ✴✴ ❧✐♥❡❛r■♥❞❡①❴♠❡① ❢✉♥❝ t ✐ ♦♥
✶✵✹ ♠✇❙✐③❡ ❧✐♥❡❛r■♥❞❡①❴♠❡① ✭ ✐ ♥ t ∗✈❡❝❈♦♦r ✱ ✐ ♥ t ∗ ✈❡❝❙✐③❡ ✱ ✐ ♥ t ❞✐♠✮
✶✵✺ ④✴∗ ❚❤✐s ❛ ❧❣♦r ✐ t❤♠ r❡t✉r♥ t❤❡ ❧ ✐ ♥ ❡ ❛ r ✐♥❞❡① ♦ ❢ ❛ ♠✉❧t ✐❞ ✐♠❡♥s ✐♦♥❛ ❧ ❛rr❛② ✳ ◆♦t❡
t❤❛t
✶✵✻ t❤❡ ✐♥❞❡① ✐ s ❣ ✐✈❡♥ ❢ ♦ r ❛ ❧ ✐ ♥ ❡ ❛ r ✐♥❞❡① s♦ r t ❡❞ ❜② ❝♦❧✉♠♥s ✭♠❛t❧❛❜ ✐♥❞❡① ✐♥❣ ✮
t❤❛t
✶✵✼ ✐ s ❞ ✐ ❢ ❢ ❡ r ❡ ♥ t ❢r♦♠ ❈✰✰ ✐♥❞❡① ✐♥❣ ✭ s♦ r t ❡❞ ❜② r♦✇ ✮ ✳ ■ t ❛ ❝ t s ❧ ✐ ❦ ❡ s✉❜✷✐♥❞
♠❛t❧❛❜
✶✵✽ ❢ ✉♥❝ t ✐ ♦♥ ✇✐t❤ ♥♦ ✈ ❡ ❝ t ♦ r ✐ ③ ❛ t ✐ ♦ ♥ ♦ ❢ t❤❡ s✉❜ ✐♥❞❡①❡s ✳
✶✾✼
✶✵✾ ■♥♣✉ts ✿
✶✶✵ − ✈❡❝❈♦♦r ✿ ✈❡❝ t♦ r ♦ ❢ ✧❞✐♠✧ ✈❛ ❧✉❡ s ❝♦♥t❛ ✐♥ ✐♥❣ t❤❡ ❝♦♦ r❞ ✐♥❛ t ❡ s ♦ ❢ t❤❡
✶✶✶ ❞❡ s ✐ r ❡❞ ❧ ✐ ♥ ❡ ❛ r ✐♥❞❡①
✶✶✷ − ✈❡❝❙ ✐ ③ ❡ ✿ ✈❡❝ t♦ r ♦ ❢ ✧❞✐♠✧ ✈❛ ❧✉❡ s ❝♦♥t❛ ✐♥ ✐♥❣ t❤❡ s ✐ ③ ❡ ♦ ❢ t❤❡
✶✶✸ ♠✉❧t ✐❞ ✐♠❡♥s ✐♦♥❛ ❧ ❛rr❛② ✐♥ ❡✈❡r② ❞ ✐ r ❡ ❝ t ✐ ♦ ♥
✶✶✹ − ❞✐♠ ✿ ✐ s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦ ❢ t❤❡ ❛rr❛② ✳
✶✶✺ ❋♦r ❛ ✈❡❝ t♦ r ❞✐♠ ❂ ✶ ❀ ❢ ♦ r ❛ ♠❛tr✐① ❞✐♠ ❂ ✷ ✳ ✳ ✳
✶✶✻ ❖✉t♣✉ts ✿
✶✶✼ − ✐❞① ✿ t❤❡ ❧ ✐ ♥ ❡ ❛ r ✐♥❞❡① ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❡ ❝♦♦ r❞ ✐♥❛ t ❡ s ✈❡❝❈♦♦r
✶✶✽ ∗✴
✶✶✾ ✐ ♥ t ✐❞① ✭✵ ✮ ✱ ♣r♦❞ ✭✵ ✮ ❀
✶✷✵
✶✷✶ ✐ ❢ ✭ ❞✐♠ ❂❂ ✶✮
✶✷✷ ④
✶✷✸ ✐❞① ❂ ✈❡❝❈♦♦r ❬ ✵ ❪ ❀
✶✷✹ ⑥
✶✷✺ ❡ ❧ s ❡ ✐ ❢ ✭ ❞✐♠ ❂❂ ✷✮
✶✷✻ ④
✶✷✼ ✐❞① ❂ ✈❡❝❈♦♦r ❬ ✶ ❪ ∗ ✈❡❝❙ ✐ ③ ❡ ❬ ✵ ❪ ✰ ✈❡❝❈♦♦r ❬ ✵ ❪ ❀
✶✷✽ ⑥
✶✷✾ ❡ ❧ s ❡
✶✸✵ ④
✶✸✶ ♣r♦❞ ❂ ✈❡❝❙ ✐ ③ ❡ ❬ ✵ ❪ ❀
✶✸✷ ✐❞① ❂ ✈❡❝❈♦♦r ❬ ✵ ❪ ✰ ✈❡❝❈♦♦r ❬ ✶ ❪ ∗ ♣r♦❞ ❀
✶✸✸ ♣r♦❞ ∗❂ ✈❡❝❙ ✐ ③ ❡ ❬ ✶ ❪ ❀
✶✸✹ ❢ ♦ r ✭ ✐ ♥ t ✐ ✭ ✷ ✮ ❀ ✐❁❞✐♠ ❀ ✐✰✰✮
✶✸✺ ④
✶✸✻ ✐❞① ✰❂ ✈❡❝❈♦♦r ❬ ✐ ❪∗ ♣r♦❞ ❀
✶✸✼ ♣r♦❞ ∗❂ ✈❡❝❙ ✐ ③ ❡ ❬ ✐ ❪ ❀
✶✸✽ ⑥
✶✸✾ ⑥
✶✹✵ r❡ t✉r♥ ✭♠✇❙✐③❡ ✮ ✐❞① ❀
✶✹✶ ⑥
✶✹✷
✶✹✸ ✴✴ ❤②♣❡r❙✉r ❢❛❝❡P♦✐♥t ❢✉♥❝ t ✐ ♦♥
✶✹✹ ✈♦✐❞ s✉r❢❛❝❡♣♦✐♥t❴◆✻❴▼✷ ✭ ✐ ♥ t ♥✶ ✱ ✐ ♥ t ♣✶ ✱ ❞♦✉❜❧❡ ∗❯✶ ✱ ✐ ♥ t ♥✷ ✱ ✐ ♥ t ♣✷ ✱ ❞♦✉❜❧❡ ∗❯✷ ✱
✐ ♥ t ♥✸ ✱ ✐ ♥ t ♣✸ ✱ ❞♦✉❜❧❡ ∗❯✸ ✱ ✐ ♥ t ♥✹ ✱ ✐ ♥ t ♣✹ ✱ ❞♦✉❜❧❡ ∗❯✹ ✱ ✐ ♥ t ♥✺ ✱ ✐ ♥ t ♣✺ ✱ ❞♦✉❜❧❡
∗❯✺ ✱ ✐ ♥ t ♥✻ ✱ ✐ ♥ t ♣✻ ✱ ❞♦✉❜❧❡ ∗❯✻ ✱ ❞♦✉❜❧❡ ∗P✶ ✱ ❞♦✉❜❧❡ ∗P✷ ✱ ❞♦✉❜❧❡ ✉✶ ✱ ❞♦✉❜❧❡
✉✷ ✱ ❞♦✉❜❧❡ ✉✸ ✱ ❞♦✉❜❧❡ ✉✹ ✱ ❞♦✉❜❧❡ ✉✺ ✱ ❞♦✉❜❧❡ ✉✻ ✱ ❞♦✉❜❧❡ ∗❍✮
✶✹✺ ④
✶✹✻ ✴✴ ❚❤✐s ❛ ❧❣♦r ✐ t❤♠ r❡t✉r♥ t❤❡ s✉ r ❢ ❛ ❝ ❡ ♣♦ ✐♥t ✈❛❧✉❡ ❙ ❛t ♣❛r❛♠❡tr ✐❝ ♣♦ ✐♥t ✉ ✱
✈
✶✹✼ ✴✴ ■♥♣✉ts ✿
✶✹✽ ✴✴ − ♥✐ ✿ ♠❛① ✐♥❞❡① ♦ ❢ ❝ ♦♥ t r ♦ ❧ ♣♦ ✐♥ t s ❛ ❧♦♥❣ ✐−t❤ ❛① ✐ s
✶✹✾ ✴✴ − ♣✐ ✿ ❞❡❣r❡❡ ♦ ❢ t❤❡ ❇−❙♣ ❧ ✐♥❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛ ❧♦♥❣ ✐−t❤ ❛① ✐ s
✶✺✵ ✴✴ − ❯✐ ✿ ❑♥♦t ✈❡❝ t♦ r ❬ ♥ ✐✰♣✐ ✰✷❪ ❢ ♦ r t❤❡ ✐−t❤ ❛① ✐ s
✶✺✶ ✴✴ − ✉✐ ✿ ♣❛r❛♠❡tr ✐❝ ♣♦ ✐♥t ❛❧♦♥❣ ✐−t❤ ❛① ✐ s
✶✺✷ ✴✴ − P❥ ✿ ❬ ♥✶ ✰ ✶ ❪ ✳ ✳ ✳ ❬ ♥✻✰✶❪ ❈♦♥tr♦❧ ♣♦ ✐♥ t s ♠❛tr✐① ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❥−t❤
❛① ✐ s
✶✺✸ ✴✴ ♦ ❢ t❤❡ ❤②♣❡r s✉r ❢❛❝❡
✶✺✹ ✴✴ ❖✉t♣✉t ✿
✶✺✺ ✴✴ − ❍ ✿ ❍②♣❡r−s ✉ r ❢ ❛ ❝ ❡ ♣♦ ✐♥t ❝♦♦ r❞ ✐♥❛ t ❡ s
✶✺✻ ✴✴ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ s♣ ✐ r ❡ ❞ ❢r♦♠ ❛❧❣♦r ✐ t❤♠ ❆✸✳✺ ✭✧❚❤❡ ◆❯❘❇❙ ❇♦♦❦✧ ♣ ✳ ✶✵✸ ✮
✶✾✽
✶✺✼ ✐ ♥ t ✉✐♥❞✶ ✭✵ ✮ ✱ ✉✐♥❞✷ ✭✵ ✮ ✱ ✉✐♥❞✸ ✭✵ ✮ ✱ ✉✐♥❞✹ ✭✵ ✮ ✱ ✉✐♥❞✺ ✭✵ ✮ ✱ ✉✐♥❞✻ ✭✵ ✮ ✱ ✉s♣❛♥✶ ✭✵ ✮ ✱
✉s♣❛♥✷ ✭✵ ✮ ✱ ✉s♣❛♥✸ ✭✵ ✮ ✱ ✉s♣❛♥✹ ✭✵ ✮ ✱ ✉s♣❛♥✺ ✭✵ ✮ ✱ ✉s♣❛♥✻ ✭✵ ✮ ✱ ❞✐♠ ✭✻✮ ❀
✶✺✽ ✐ ♥ t ∗✈❡❝❈♦♦r ❂ ✭ ✐ ♥ t ∗✮ ♠①❈❛❧❧♦❝ ✭♠✇❙✐③❡ ✭❞✐♠✮ ✱ s ✐ ③ ❡ ♦ ❢ ✭ ✐ ♥ t ✮ ✮ ❀
✶✺✾ ✐ ♥ t ✈❡❝❙ ✐ ③ ❡ ❬ ❪ ❂ ④♥✶✰✶✱♥✷✰✶✱♥✸✰✶✱♥✹✰✶✱♥✺✰✶✱♥✻✰✶⑥❀
✶✻✵ ❞♦✉❜❧❡ ∗◆✉✶ ❂ ✭ ❞♦✉❜❧❡ ∗✮ ♠①❈❛❧❧♦❝ ✭♠✇❙✐③❡ ✭ ♣✶ ✰ ✶✮ ✱ s ✐ ③ ❡ ♦ ❢ ✭ ❞♦✉❜❧❡ ✮ ✮ ❀
✶✻✶ ❞♦✉❜❧❡ ∗◆✉✷ ❂ ✭ ❞♦✉❜❧❡ ∗✮ ♠①❈❛❧❧♦❝ ✭♠✇❙✐③❡ ✭ ♣✷ ✰ ✶✮ ✱ s ✐ ③ ❡ ♦ ❢ ✭ ❞♦✉❜❧❡ ✮ ✮ ❀
✶✻✷ ❞♦✉❜❧❡ ∗◆✉✸ ❂ ✭ ❞♦✉❜❧❡ ∗✮ ♠①❈❛❧❧♦❝ ✭♠✇❙✐③❡ ✭ ♣✸ ✰ ✶✮ ✱ s ✐ ③ ❡ ♦ ❢ ✭ ❞♦✉❜❧❡ ✮ ✮ ❀
✶✻✸ ❞♦✉❜❧❡ ∗◆✉✹ ❂ ✭ ❞♦✉❜❧❡ ∗✮ ♠①❈❛❧❧♦❝ ✭♠✇❙✐③❡ ✭ ♣✹ ✰ ✶✮ ✱ s ✐ ③ ❡ ♦ ❢ ✭ ❞♦✉❜❧❡ ✮ ✮ ❀
✶✻✹ ❞♦✉❜❧❡ ∗◆✉✺ ❂ ✭ ❞♦✉❜❧❡ ∗✮ ♠①❈❛❧❧♦❝ ✭♠✇❙✐③❡ ✭ ♣✺ ✰ ✶✮ ✱ s ✐ ③ ❡ ♦ ❢ ✭ ❞♦✉❜❧❡ ✮ ✮ ❀
✶✻✺ ❞♦✉❜❧❡ ∗◆✉✻ ❂ ✭ ❞♦✉❜❧❡ ∗✮ ♠①❈❛❧❧♦❝ ✭♠✇❙✐③❡ ✭ ♣✻ ✰ ✶✮ ✱ s ✐ ③ ❡ ♦ ❢ ✭ ❞♦✉❜❧❡ ✮ ✮ ❀
✶✻✻ ❞♦✉❜❧❡ ∗t❡♠♣✶ ❂ ✭ ❞♦✉❜❧❡ ∗✮ ♠①❈❛❧❧♦❝ ✭♠✇❙✐③❡ ✭❞✐♠✮ ✱ s ✐ ③ ❡ ♦ ❢ ✭ ❞♦✉❜❧❡ ✮ ✮ ❀
✶✻✼ ❞♦✉❜❧❡ ∗t❡♠♣✷ ❂ ✭ ❞♦✉❜❧❡ ∗✮ ♠①❈❛❧❧♦❝ ✭♠✇❙✐③❡ ✭❞✐♠✮ ✱ s ✐ ③ ❡ ♦ ❢ ✭ ❞♦✉❜❧❡ ✮ ✮ ❀
✶✻✽
✶✻✾
✶✼✵ ✉s♣❛♥✶ ❂ ❢ ✐♥❞s♣❛♥ ✭♥✶ ✱ ♣✶ ✱ ✉✶ ✱ ❯✶✮ ❀
✶✼✶ ❜❛ s ✐ s ❢ ✉♥ ✭ ✉s♣❛♥✶ ✱ ✉✶ ✱ ♣✶ ✱ ❯✶ ✱ ◆✉✶✮ ❀
✶✼✷ ✉s♣❛♥✷ ❂ ❢ ✐♥❞s♣❛♥ ✭♥✷ ✱ ♣✷ ✱ ✉✷ ✱ ❯✷✮ ❀
✶✼✸ ❜❛ s ✐ s ❢ ✉♥ ✭ ✉s♣❛♥✷ ✱ ✉✷ ✱ ♣✷ ✱ ❯✷ ✱ ◆✉✷✮ ❀
✶✼✹ ✉s♣❛♥✸ ❂ ❢ ✐♥❞s♣❛♥ ✭♥✸ ✱ ♣✸ ✱ ✉✸ ✱ ❯✸✮ ❀
✶✼✺ ❜❛ s ✐ s ❢ ✉♥ ✭ ✉s♣❛♥✸ ✱ ✉✸ ✱ ♣✸ ✱ ❯✸ ✱ ◆✉✸✮ ❀
✶✼✻ ✉s♣❛♥✹ ❂ ❢ ✐♥❞s♣❛♥ ✭♥✹ ✱ ♣✹ ✱ ✉✹ ✱ ❯✹✮ ❀
✶✼✼ ❜❛ s ✐ s ❢ ✉♥ ✭ ✉s♣❛♥✹ ✱ ✉✹ ✱ ♣✹ ✱ ❯✹ ✱ ◆✉✹✮ ❀
✶✼✽ ✉s♣❛♥✺ ❂ ❢ ✐♥❞s♣❛♥ ✭♥✺ ✱ ♣✺ ✱ ✉✺ ✱ ❯✺✮ ❀
✶✼✾ ❜❛ s ✐ s ❢ ✉♥ ✭ ✉s♣❛♥✺ ✱ ✉✺ ✱ ♣✺ ✱ ❯✺ ✱ ◆✉✺✮ ❀
✶✽✵ ✉s♣❛♥✻ ❂ ❢ ✐♥❞s♣❛♥ ✭♥✻ ✱ ♣✻ ✱ ✉✻ ✱ ❯✻✮ ❀
✶✽✶ ❜❛ s ✐ s ❢ ✉♥ ✭ ✉s♣❛♥✻ ✱ ✉✻ ✱ ♣✻ ✱ ❯✻ ✱ ◆✉✻✮ ❀
✶✽✷ ✉✐♥❞✶ ❂ ✉s♣❛♥✶ − ♣✶ ❀
✶✽✸ ✉✐♥❞✷ ❂ ✉s♣❛♥✷ − ♣✷ ❀
✶✽✹ ✉✐♥❞✸ ❂ ✉s♣❛♥✸ − ♣✸ ❀
✶✽✺ ✉✐♥❞✹ ❂ ✉s♣❛♥✹ − ♣✹ ❀
✶✽✻ ✉✐♥❞✺ ❂ ✉s♣❛♥✺ − ♣✺ ❀
✶✽✼ ✉✐♥❞✻ ❂ ✉s♣❛♥✻ − ♣✻ ❀
✶✽✽
✶✽✾ t❡♠♣✶ ❬ ❞✐♠−✶❪ ❂ ✵ ✳ ✵ ❀
✶✾✵ t❡♠♣✷ ❬ ❞✐♠−✶❪ ❂ ✵ ✳ ✵ ❀
✶✾✶ ❢ ♦ r ✭ ✐ ♥ t ✐ ✻ ✭✵ ✮ ❀ ✐ ✻ ❁❂ ♣✻ ❀ ✐ ✻✰✰✮
✶✾✷ ④
✶✾✸ ✈❡❝❈♦♦r ❬ ❞✐♠−✶❪ ❂ ✉✐♥❞✻ ✰ ✐✻ ❀
✶✾✹ t❡♠♣✶ ❬ ❞✐♠−✷❪ ❂ ✵ ✳ ✵ ❀
✶✾✺ t❡♠♣✷ ❬ ❞✐♠−✷❪ ❂ ✵ ✳ ✵ ❀
✶✾✻ ❢ ♦ r ✭ ✐ ♥ t ✐ ✺ ✭✵ ✮ ❀ ✐ ✺ ❁❂ ♣✺ ❀ ✐ ✺✰✰✮
✶✾✼ ④
✶✾✽ ✈❡❝❈♦♦r ❬ ❞✐♠−✷❪ ❂ ✉✐♥❞✺ ✰ ✐✺ ❀
✶✾✾ t❡♠♣✶ ❬ ❞✐♠−✸❪ ❂ ✵ ✳ ✵ ❀
✷✵✵ t❡♠♣✷ ❬ ❞✐♠−✸❪ ❂ ✵ ✳ ✵ ❀
✷✵✶ ❢ ♦ r ✭ ✐ ♥ t ✐ ✹ ✭✵ ✮ ❀ ✐✹❁❂♣✹ ❀ ✐ ✹✰✰✮
✷✵✷ ④
✷✵✸ ✈❡❝❈♦♦r ❬ ❞✐♠−✸❪ ❂ ✉✐♥❞✹✰✐✹ ❀
✷✵✹ t❡♠♣✶ ❬ ❞✐♠−✹❪ ❂ ✵ ✳ ✵ ❀
✷✵✺ t❡♠♣✷ ❬ ❞✐♠−✹❪ ❂ ✵ ✳ ✵ ❀
✷✵✻ ❢ ♦ r ✭ ✐ ♥ t ✐ ✸ ✭✵ ✮ ❀ ✐✸❁❂♣✸ ❀ ✐ ✸✰✰✮
✷✵✼ ④
✷✵✽ ✈❡❝❈♦♦r ❬ ❞✐♠−✹❪ ❂ ✉✐♥❞✸✰✐✸ ❀
✶✾✾
✷✵✾ t❡♠♣✶ ❬ ❞✐♠−✺❪ ❂ ✵ ✳ ✵ ❀
✷✶✵ t❡♠♣✷ ❬ ❞✐♠−✺❪ ❂ ✵ ✳ ✵ ❀
✷✶✶ ❢ ♦ r ✭ ✐ ♥ t ✐ ✷ ✭✵ ✮ ❀ ✐ ✷ ❁❂ ♣✷ ❀ ✐ ✷✰✰✮
✷✶✷ ④
✷✶✸ ✈❡❝❈♦♦r ❬ ❞✐♠−✺❪ ❂ ✉✐♥❞✷✰✐✷ ❀
✷✶✹ t❡♠♣✶ ❬ ❞✐♠−✻❪ ❂ ✵ ✳ ✵ ❀
✷✶✺ t❡♠♣✷ ❬ ❞✐♠−✻❪ ❂ ✵ ✳ ✵ ❀
✷✶✻ ❢ ♦ r ✭ ✐ ♥ t ✐ ✶ ✭✵ ✮ ❀ ✐ ✶ ❁❂ ♣✶ ❀ ✐ ✶✰✰✮
✷✶✼ ④
✷✶✽ ✈❡❝❈♦♦r ❬ ❞✐♠−✻❪ ❂ ✉✐♥❞✶✰✐✶ ❀
✷✶✾ t❡♠♣✶ ❬ ❞✐♠−✻❪ ✰❂ ◆✉✶ ❬ ✐ ✶ ❪ ∗ P✶ ❬ ❧ ✐♥❡❛r■♥❞❡①❴♠❡① ✭
✈❡❝❈♦♦r ✱ ✈❡❝❙ ✐③❡ ✱ ❞✐♠✮ ❪ ❀
✷✷✵ t❡♠♣✷ ❬ ❞✐♠−✻❪ ✰❂ ◆✉✶ ❬ ✐ ✶ ❪ ∗ P✷ ❬ ❧ ✐♥❡❛r■♥❞❡①❴♠❡① ✭
✈❡❝❈♦♦r ✱ ✈❡❝❙ ✐③❡ ✱ ❞✐♠✮ ❪ ❀
✷✷✶ ⑥
✷✷✷ t❡♠♣✶ ❬ ❞✐♠−✺❪ ✰❂ ◆✉✷ ❬ ✐ ✷ ❪ ∗ t❡♠♣✶ ❬ ❞✐♠−✻❪ ❀
✷✷✸ t❡♠♣✷ ❬ ❞✐♠−✺❪ ✰❂ ◆✉✷ ❬ ✐ ✷ ❪ ∗ t❡♠♣✷ ❬ ❞✐♠−✻❪ ❀
✷✷✹ ⑥
✷✷✺ t❡♠♣✶ ❬ ❞✐♠−✹❪ ✰❂ ◆✉✸ ❬ ✐ ✸ ❪ ∗ t❡♠♣✶ ❬ ❞✐♠−✺❪ ❀
✷✷✻ t❡♠♣✷ ❬ ❞✐♠−✹❪ ✰❂ ◆✉✸ ❬ ✐ ✸ ❪ ∗ t❡♠♣✷ ❬ ❞✐♠−✺❪ ❀
✷✷✼ ⑥
✷✷✽ t❡♠♣✶ ❬ ❞✐♠−✸❪ ✰❂ ◆✉✹ ❬ ✐ ✹ ❪ ∗ t❡♠♣✶ ❬ ❞✐♠−✹❪ ❀
✷✷✾ t❡♠♣✷ ❬ ❞✐♠−✸❪ ✰❂ ◆✉✹ ❬ ✐ ✹ ❪ ∗ t❡♠♣✷ ❬ ❞✐♠−✹❪ ❀
✷✸✵ ⑥
✷✸✶ t❡♠♣✶ ❬ ❞✐♠−✷❪ ✰❂ ◆✉✺ ❬ ✐ ✺ ❪ ∗ t❡♠♣✶ ❬ ❞✐♠−✸❪ ❀
✷✸✷ t❡♠♣✷ ❬ ❞✐♠−✷❪ ✰❂ ◆✉✺ ❬ ✐ ✺ ❪ ∗ t❡♠♣✷ ❬ ❞✐♠−✸❪ ❀
✷✸✸ ⑥
✷✸✹ t❡♠♣✶ ❬ ❞✐♠−✶❪ ✰❂ ◆✉✻ ❬ ✐ ✻ ❪ ∗ t❡♠♣✶ ❬ ❞✐♠−✷❪ ❀
✷✸✺ t❡♠♣✷ ❬ ❞✐♠−✶❪ ✰❂ ◆✉✻ ❬ ✐ ✻ ❪ ∗ t❡♠♣✷ ❬ ❞✐♠−✷❪ ❀
✷✸✻ ⑥
✷✸✼ ❍❬ ✵ ❪ ❂ t❡♠♣✶ ❬ ❞✐♠−✶❪ ❀
✷✸✽ ❍❬ ✶ ❪ ❂ t❡♠♣✷ ❬ ❞✐♠−✶❪ ❀
✷✸✾
✷✹✵ ♠①❋r❡❡ ✭ ✈❡❝❈♦♦r ✮ ❀
✷✹✶ ♠①❋r❡❡ ✭◆✉✶✮ ❀
✷✹✷ ♠①❋r❡❡ ✭◆✉✷✮ ❀
✷✹✸ ♠①❋r❡❡ ✭◆✉✸✮ ❀
✷✹✹ ♠①❋r❡❡ ✭◆✉✹✮ ❀
✷✹✺ ♠①❋r❡❡ ✭◆✉✺✮ ❀
✷✹✻ ♠①❋r❡❡ ✭◆✉✻✮ ❀
✷✹✼ ♠①❋r❡❡ ✭ t❡♠♣✶ ✮ ❀
✷✹✽ ♠①❋r❡❡ ✭ t❡♠♣✷ ✮ ❀
✷✹✾ r❡ t✉r♥ ❀
✷✺✵ ⑥
✷✺✶
✷✺✷ ✴✴
✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴
✷✺✸
✷✺✹ ✴✴ ♠❡① t❤❛t r ❡♣ ❧ ❛ ❝ ❡ ♠❛✐♥
✷✺✺ ✈♦✐❞ ♠❡①❋✉♥❝t✐♦♥ ✭ ✐ ♥ t ♥❧❤s ✱ ♠①❆rr❛② ∗ ♣❧❤s ❬ ❪ ✱
✷✺✻ ✐ ♥ t ♥r❤s ✱ ❝♦♥st ♠①❆rr❛② ∗♣r❤s ❬ ❪ ✮
✷✺✼ ④
✷✵✵
✷✺✽ ✴∗ ❱❛r ✐❛❜ ❧❡ ❞ ❡ ❝ ❧ ❛ r ❛ t ✐ ♦ ♥ s ❤❡r❡ ∗✴
✷✺✾ ✐ ♥ t ♥✶ ✱ ♥✷ ✱ ♥✸ ✱ ♥✹ ✱ ♥✺ ✱ ♥✻ ❀
✷✻✵ ✐ ♥ t ♣✶ ✱ ♣✷ ✱ ♣✸ ✱ ♣✹ ✱ ♣✺ ✱ ♣✻ ❀
✷✻✶ ❞♦✉❜❧❡ ✉✶ ✱ ✉✷ ✱ ✉✸ ✱ ✉✹ ✱ ✉✺ ✱ ✉✻ ❀
✷✻✷ ❞♦✉❜❧❡ ∗❯✶✱∗❯✷✱∗❯✸✱∗❯✹✱∗❯✺✱∗❯✻ ❀
✷✻✸ ❞♦✉❜❧❡ ∗P✶ ✱ ∗P✷ ✱ ∗❍❀
✷✻✹
✷✻✺ ✴∗ ❝❤❡❝❦ ❢ ♦ r ♣r♦♣❡r ♥✉♠❜❡r ♦ ❢ ❛r❣✉♠❡♥ts ∗✴
✷✻✻ ✐ ❢ ✭ ♥r❤s ✦❂✷✻✮ ④
✷✻✼ ♠❡①❊rr▼s❣■❞❆♥❞❚①t ✭ ✧▼②❚♦♦❧❜♦① ✿ ❛rr❛②Pr♦❞✉❝t ✿ ♥r❤s ✧ ✱ ✧✷✻ ✐♥♣✉ts r ❡q✉ ✐ r ❡❞ ✳ ✧
✮ ❀
✷✻✽ ⑥
✷✻✾ ✐ ❢ ✭ ♥ ❧❤s ✦❂✶✮ ④
✷✼✵ ♠❡①❊rr▼s❣■❞❆♥❞❚①t ✭ ✧▼②❚♦♦❧❜♦① ✿ ❛rr❛②Pr♦❞✉❝t ✿ ♥ ❧❤s ✧ ✱ ✧✶ ♦✉t♣✉t r ❡q✉ ✐ r ❡❞ ✳ ✧ ✮
❀
✷✼✶ ⑥
✷✼✷
✷✼✸ ✴∗ ❣❡t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦ ❢ t❤❡ s ❝ ❛ ❧ ❛ r ✐♥♣✉ts ∗✴
✷✼✹ ♥✶ ❂ ✭ ✐ ♥ t ✮ ♠①●❡t❙❝❛❧❛r ✭ ♣r❤s ❬ ✵ ❪ ✮ ❀
✷✼✺ ♥✷ ❂ ✭ ✐ ♥ t ✮ ♠①●❡t❙❝❛❧❛r ✭ ♣r❤s ❬ ✶ ❪ ✮ ❀
✷✼✻ ♥✸ ❂ ✭ ✐ ♥ t ✮ ♠①●❡t❙❝❛❧❛r ✭ ♣r❤s ❬ ✷ ❪ ✮ ❀
✷✼✼ ♥✹ ❂ ✭ ✐ ♥ t ✮ ♠①●❡t❙❝❛❧❛r ✭ ♣r❤s ❬ ✸ ❪ ✮ ❀
✷✼✽ ♥✺ ❂ ✭ ✐ ♥ t ✮ ♠①●❡t❙❝❛❧❛r ✭ ♣r❤s ❬ ✹ ❪ ✮ ❀
✷✼✾ ♥✻ ❂ ✭ ✐ ♥ t ✮ ♠①●❡t❙❝❛❧❛r ✭ ♣r❤s ❬ ✺ ❪ ✮ ❀
✷✽✵
✷✽✶ ♣✶ ❂ ✭ ✐ ♥ t ✮ ♠①●❡t❙❝❛❧❛r ✭ ♣r❤s ❬ ✻ ❪ ✮ ❀
✷✽✷ ♣✷ ❂ ✭ ✐ ♥ t ✮ ♠①●❡t❙❝❛❧❛r ✭ ♣r❤s ❬ ✼ ❪ ✮ ❀
✷✽✸ ♣✸ ❂ ✭ ✐ ♥ t ✮ ♠①●❡t❙❝❛❧❛r ✭ ♣r❤s ❬ ✽ ❪ ✮ ❀
✷✽✹ ♣✹ ❂ ✭ ✐ ♥ t ✮ ♠①●❡t❙❝❛❧❛r ✭ ♣r❤s ❬ ✾ ❪ ✮ ❀
✷✽✺ ♣✺ ❂ ✭ ✐ ♥ t ✮ ♠①●❡t❙❝❛❧❛r ✭ ♣r❤s ❬ ✶ ✵ ❪ ✮ ❀
✷✽✻ ♣✻ ❂ ✭ ✐ ♥ t ✮ ♠①●❡t❙❝❛❧❛r ✭ ♣r❤s ❬ ✶ ✶ ❪ ✮ ❀
✷✽✼
✷✽✽ ✉✶ ❂ ✭ ❞♦✉❜❧❡ ✮ ♠①●❡t❙❝❛❧❛r ✭ ♣r❤s ❬ ✶ ✷ ❪ ✮ ❀
✷✽✾ ✉✷ ❂ ✭ ❞♦✉❜❧❡ ✮ ♠①●❡t❙❝❛❧❛r ✭ ♣r❤s ❬ ✶ ✸ ❪ ✮ ❀
✷✾✵ ✉✸ ❂ ✭ ❞♦✉❜❧❡ ✮ ♠①●❡t❙❝❛❧❛r ✭ ♣r❤s ❬ ✶ ✹ ❪ ✮ ❀
✷✾✶ ✉✹ ❂ ✭ ❞♦✉❜❧❡ ✮ ♠①●❡t❙❝❛❧❛r ✭ ♣r❤s ❬ ✶ ✺ ❪ ✮ ❀
✷✾✷ ✉✺ ❂ ✭ ❞♦✉❜❧❡ ✮ ♠①●❡t❙❝❛❧❛r ✭ ♣r❤s ❬ ✶ ✻ ❪ ✮ ❀
✷✾✸ ✉✻ ❂ ✭ ❞♦✉❜❧❡ ✮ ♠①●❡t❙❝❛❧❛r ✭ ♣r❤s ❬ ✶ ✼ ❪ ✮ ❀
✷✾✹
✷✾✺ ✴∗ ❝ r ❡ ❛ t ❡ ❛ ♣♦ ✐♥ t ❡ r t♦ t❤❡ r ❡ ❛ ❧ ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ♠❛tr✐① ∗✴
✷✾✻ ❯✶ ❂ ✭ ❞♦✉❜❧❡ ∗✮ ♠①●❡tPr✭ ♣r❤s ❬ ✶ ✽ ❪ ✮ ❀
✷✾✼ ❯✷ ❂ ✭ ❞♦✉❜❧❡ ∗✮ ♠①●❡tPr✭ ♣r❤s ❬ ✶ ✾ ❪ ✮ ❀
✷✾✽ ❯✸ ❂ ✭ ❞♦✉❜❧❡ ∗✮ ♠①●❡tPr✭ ♣r❤s ❬ ✷ ✵ ❪ ✮ ❀
✷✾✾ ❯✹ ❂ ✭ ❞♦✉❜❧❡ ∗✮ ♠①●❡tPr✭ ♣r❤s ❬ ✷ ✶ ❪ ✮ ❀
✸✵✵ ❯✺ ❂ ✭ ❞♦✉❜❧❡ ∗✮ ♠①●❡tPr✭ ♣r❤s ❬ ✷ ✷ ❪ ✮ ❀
✸✵✶ ❯✻ ❂ ✭ ❞♦✉❜❧❡ ∗✮ ♠①●❡tPr✭ ♣r❤s ❬ ✷ ✸ ❪ ✮ ❀
✸✵✷
✸✵✸ P✶ ❂ ✭ ❞♦✉❜❧❡ ∗✮ ♠①●❡tPr✭ ♣r❤s ❬ ✷ ✹ ❪ ✮ ❀
✸✵✹ P✷ ❂ ✭ ❞♦✉❜❧❡ ∗✮ ♠①●❡tPr✭ ♣r❤s ❬ ✷ ✺ ❪ ✮ ❀
✸✵✺
✸✵✻ ✴∗ ❝ r ❡ ❛ t ❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♠❛tr✐① ∗✴
✸✵✼ ♣❧❤s ❬ ✵ ❪ ❂ ♠①❈r❡❛t❡❉♦✉❜❧❡▼❛tr✐① ✭✶ ✱ ✷ ✱♠①❘❊❆▲✮ ❀
✸✵✽
✷✵✶
✸✵✾ ✴∗ ❣❡t ❛ ♣♦ ✐♥ t ❡ r t♦ t❤❡ r ❡ ❛ ❧ ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♠❛tr✐① ∗✴
✸✶✵ ❍ ❂ ✭ ❞♦✉❜❧❡ ∗✮ ♠①●❡tPr✭ ♣ ❧❤s ❬ ✵ ❪ ✮ ❀
✸✶✶
✸✶✷ ✴∗ ❝ ❛ ❧ ❧ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t ✐♦♥❛❧ r ♦✉ t ✐♥ ❡ ∗✴
✸✶✸ s✉r❢❛❝❡♣♦✐♥t❴◆✻❴▼✷ ✭♥✶ ✱ ♣✶ ✱✫❯✶ ❬ ✵ ❪ ✱ ♥✷ ✱ ♣✷ ✱✫❯✷ ❬ ✵ ❪ ✱ ♥✸ ✱ ♣✸ ✱✫❯✸ ❬ ✵ ❪ ✱ ♥✹ ✱ ♣✹ ✱✫❯✹
❬ ✵ ❪ ✱ ♥✺ ✱ ♣✺ ✱✫❯✺ ❬ ✵ ❪ ✱ ♥✻ ✱ ♣✻ ✱✫❯✻ ❬ ✵ ❪ ✱ ✫P✶ ❬✵ ❪ ✱✫P✷ ❬ ✵ ❪ ✱ ✉✶ ✱ ✉✷ ✱ ✉✸ ✱ ✉✹ ✱ ✉✺ ✱ ✉✻ ✱ ✫❍
❬ ✵ ❪ ✮ ❀
✸✶✹
✸✶✺ r❡ t✉r♥ ❀
✸✶✻ ⑥
✷✵✷
❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡
❬✶❪ ❈❛♠❡r♦♥ ❏✳ ❚✉r♥❡r✳ ❍②P❡r▼♦❞❡❧s ✿ ❤②♣❡r❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣
❞❡s✐❣♥✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ✷✵✵✺✳
❬✷❪ ▲❡s P✐❡❣❧ ❛♥❞ ❲❛②♥❡ ❚✐❧❧❡r✳ ❚❤❡ ◆❯❘❇❙ ❇♦♦❦✳ ▼♦♥♦❣r❛♣❤ ✐♥ ❱✐s✉❛❧ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳
❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣ ❇❡r❧✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ✶✾✾✺✳
❬✸❪ ▼❛r❝♦ ▼♦♥t❡♠✉rr♦✱ ❆❧❢♦♥s♦ P❛❣❛♥✐✱ ●✐❛❝✐♥t♦ ❆❧❜❡rt♦ ❋✐♦r❞✐❧✐♥♦✱ ❏érô♠❡ P❛✐❧❤ès✱ ❛♥❞
❊r❛s♠♦ ❈❛rr❡r❛✳ ❆ ❣❡♥❡r❛❧ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ t✇♦✲❧❡✈❡❧ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❢♦r ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❝♦♠✲
♣♦s✐t❡ st✐✛❡♥❡❞ ♣❛♥❡❧s✳ ❈♦♠♣♦s✐t❡ ❙tr✉❝t✉r❡s✱ ✷✵✶ ✿✾✻✽✕✾✼✾✱ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✶✽✳
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